Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing tliis resource, we liave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for in forming people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at |http: //books .google .com/I 



Google 



A propos de ce livre 

Ccci est unc copic num^rique d'un ouvrage conserve depuis des generations dans les rayonnages d'unc bibliothi^uc avant d'fitrc numdrisd avoc 

pr&aution par Google dans le cadre d'un projet visant ii permettre aux intemautes de d&ouvrir I'ensemble du patrimoine littdraire mondial en 

ligne. 

Ce livre etant relativement ancien, il n'est plus protege par la loi sur les droits d'auteur et appartient ii present au domaine public. L' expression 

"appartenir au domaine public" signifle que le livre en question n'a jamais ^t^ soumis aux droits d'auteur ou que ses droits l^gaux sont arrivds & 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombc dans le domaine public peuvent varier d'un pays ii I'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le pass^. lis sont les t^moins de la richcssc dc notrc histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine ct sont 

trop souvent difRcilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte pr^sentes dans le volume original sont reprises dans ce flchier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d'Mition en passant par la bibliothi^ue pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d 'utilisation 

Google est fler de travailler en parienariat avec des biblioth&jues a la num^risaiion des ouvragcs apparienani au domaine public ci de les rendrc 
ainsi accessibles h tous. Ces livres sont en effet la propriety de tons et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
D s'agit toutefois d'un projet coflteux. Par cons6juent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources in^puisables, nous avons pris les 
dispositions n&essaires afin de pr^venir les ^ventuels abus auxquels pourraient se livrcr des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requfites automatisdes. 
Nous vous demandons ^galement de: 

+ Ne pas utiliser lesfichiers & des fins commerciales Nous avons congu le programme Google Recherche de Livres ^ I'usage des particuliers. 
Nous vous demandons done d'utiliser uniquement ces flchiers ^ des fins personnelles. lis ne sauraient en effet Stre employes dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas proc^der & des requites automatisees N'envoyez aucune requite automatisfe quelle qu'elle soit au syst^me Google. Si vous effectuez 
des recherches concemant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractferes ou tout autre domaine n&essitant de disposer 
d'importantes quantit^s de texte, n'h^sitez pas ^ nous contacter. Nous encourageons pour la realisation de ce type de travaux I'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serious heureux de vous etre utile. 

+ Ne pas supprimerV attribution Le flligrane Google contenu dans chaque flchier est indispensable pour informer les intemautes de notre projet 
et leur permettre d'accMer h davantage de documents par I'intermediaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la Ugaliti Quelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des flchiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilitd de 
veiller h respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public americain, n'en d^duisez pas pour autant qu'il en va de m£me dans 
les autres pays. La dur^e legale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays ^ I'autre. Nous ne sommes done pas en mesure de rdpertorier 
les ouvrages dont I'utilisation est autorisee et ceux dont elle ne Test pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afflcher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifle que celui-ci pent etre utilise de quelque fa§on que ce soit dans le monde entier. La condamnation h laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur pcut £tre s6vtre. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et Facets ^ un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Google souhaite 
contribuer h promouvoir la diversite culturelle gr§ce ^ Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux intemautes de decouvrir le patrimoine litteraire mondial, tout en aidant les auteurs et les editeurs ^ eiargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte integral de cet ouvrage h I'adresse fhttp: //books .google . coinl 



r 



AMNALES 



SCIENTIFIQUKS 



l)K 



L'fXOLE NORMALE SUPERIEIRE 



L'£diteur de cet Ouvrage se reserve le droit de le traduire ou de le faire traduire en toutes langues. 
11 poursuivra, en vertu des Lois, D^crets et Trait^s internationaux, toutes contrefagons soit du texte, soit 
des gravures, ou toutes traductions faitcs au m^ris de ses droits. 

Le d^p6t 1^1 de cet Ouvrage a M fait k Paris dans le cours de 187a, et toutes les formalit^s prescrites 
par les Traits sont remplies dans les divers £tats avec lesquels la France a conclu des conventions 
litteraires. 



Tout exemplaire du present Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci-dessous, la signature de T^diteur, 
sera repute contrefait. Les mesures n^cessaires seront prises pour atteindre, conform^ment a la loi, les 
fabricants et les d^bitants de ces exemplaires. 




PAKIS. ~ mPRIMBRIR DB GAUTHIER-VILLARS , SUCGBSSEUR DE HALLET-BACHBLIER 

Qiiai (les Au(*U8tiR!i, 55. 



ANNALES 



SCIENTIFIQUES 



L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE, 



PUBLIfiES SOUS LES AUSPICES 



DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE. 



PAR 



GS COIITE DE lEDACTIOR GOIPOSE DE NH. LES UAITHES DE COKFERENCES DE I'ECOLE. 



DEUXI^ME S£RIE. 

TOME PREMIER - ANNfiE 1872. 






• * 






PARIS, 



t • . * ••.•« 



GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE, DU BUREAU DES LONGITUDES, 

SUCGESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 

Quai des Augustins, 55. 

1872 ^ 

(Tou8 droits r^nres.) 



t 









' •• • 



COMITfi DE REDACTION 



COMPOS^ DBS MAITRES DBS GONF^RBI^CBS SCIBNTIFIOUBS. 



Sciences mathdmatiquet. 

MM. 

BcATftAND, de rinstitut. 
B0CI5ET, de rinstitut. 
BocQOBT, Professeur k la Sor- 

bonne. 
BftiOT. Professeur k la Sor- 

bonne. 
HuMiTB, de rinstitut. 
PcisECx, de rinstitut. 



Sciences physiques. 

MM. 
BiiLARo, de rinstitut. 
BiRTiN, Sous-Direct, de T^ole 

Normale. 
DcHAHEL, de rinstitut. 
Friedel, de T^cole des Mines. 
Saints-Claire Deville (Henri), 

de rinstitut. 
Troost, Suppl. k la Sorbonne. 



Sciences natnrelles. 

MM. 

Delaposse, de rinstitut. 

Delbsse, In{;enieur en chef des 
Mines. 

Des Cloizeacx, de rinstitut. 

De Lacaze-Dctriers, de rin- 
stitut. 

Pasteur, de rinstitut. 

Van Tiegbem. 



ADMINISTRATION. 



MM. H. Saihte- Claire Devjllb. .... Directeur. 

BovRGBT, Directeur des l^tudes k Tl^le preparatoire de Sainte-Barbe. Seeritaire, 
Gbrnei, Professeur au Lycee Descartes Seeritaire- Adjoint. 



AVERTISSEMENT. 



Une nouveile Serie des Annaks scienufiques de VAcole Normak siipe- 
rieure commence en 1872, apres une annee d'interruption. 

Ce Journal, cree en 1864 par M. Pasteur, avec le concours des Pro- 
fesseurs de Tficole Normale, est devenu un des recueils les plus estimes 
de la science fran^aise par Timportancc des travaux qui y ont ete pu- 
blics et par le nom des Auteurs qui se son! associes a notre illustre 
savant. Mais, a cause de Tetat de sa sante et malgre tons les eflbrts que 
ses amis et coUaborateurs ont faits pour le retenir, M. Pasteur a renonce 
a la direction des Annaks scientifiques de Vtlcok Normak superieure. 
C'est pour nous un vif regret, que partageront tous les amis de la 
science. 

Les circonstances actuelles imposent a tous les bommes de science 

des devoirs, que nous voulons remplir, en facilitant la publication de 

tous les travaux, de quelque part qu'ils viennent; en encourageant les 
efforts des bommes jeunes, a quelque ecole qu'ils appartiennent. 

Les Maitres des Conferences scientifiques de TEcole Normale, com- 
posant le Comite de redaction, apres avoir recueilli les souscriptions 
necessaires pour assurer aux Annales non-seulement Texistence aver 
une grande extension, mais encore, dans I'interet des Auteurs, une 
large publicite, ont decide qu'une nouveile Serie du Journal serait 
constitnee dans le meme format, mais a^ec une tomaison indepen- 
dante. 

Le nouveau Recneil scientifique contiendra, comme Tancien, des 
Memoires sur les matbematiques, les sciences pbysiques et naturelles, 
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et» de preference, pour ces dernieres, les travaux dont les sujets se 
rapportent a la science generate. ^ 

Les Administrations de rinstruction publique, de I'Ecole Norinale et 
des Ministbres, le concours empress^ d'un certain nombre de savants et 
d'amis de la science assurent le succfes de notre publication. II nous est 
done permis des aujourd'hui de songer a I'emploi des benefices qui en 
resulteront. lis seront divises comme il suit : une premiere somme est 
destinee a Taugmentation .du nombre des feuilles et des planches de 
notre Recueil; la seconde sera repartie exclusivemenl entre les Auteurs 
des Memoires, en tenant compte des besoins des jeunes docteurs dont 
les travaux seront juges dignes d'etre publics; la troisieme et derniere 
part sera versee dans la caisse de la Soci^te des Amis des sciences 
pour venir au secours des veuves et des enfants de savants morts dans 
la pauvrete. 

Un grand nombre de membres de Tlnstitut* de professeurs des plus 
hautes ficoles de Paris et de la province nous ont envoye deja el leur 
adhesion et des Memoires qui seront imprimes dans nos premiers nu- 
meros. 

Nous demandons au public savant des souscriptions en faveur d'unt^ 
oeuvre qui, en meme temps, facilitera la diffusion des connaissances les 
plus elevees de la science, et dohnera les moyens de subvenir a des 
besoins, trop peu connus, qui malheureusement paralysent les pre- 
miers efforts de nos jeunes savants et, en definitive, Tessor de la science 
dans not4*e pays. 

C'esl a cause de ce double caractere de notre oeuvre que nous ferons 
paraitre a la tin de notre premier volume la liste de nos souscripteurs. 
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NOTE 

SUR L'APPLICATION DE LA MfiTHODE DE M. PASTEUR 

POUR VAINCRE LA P^BRINE, 

PAR 

M. PASTEUR, 

UEHBRE DE l'iNSTITUT DE PBANGB, 

ET 

M. RAULIN, 

SOUS-DIRECTBUR DU LABORATOIRE DE CHIMIE PBYSI0L06IQUE A l'^COLB NORMALE. 



M^moire lu au Congr^ s^ricicole inteniational d'Udine (Haute-Italie) le i6 septembre 1871. 



La methode que M. Pasteur a decrite dans ses Memoires sur la ma- 
ladie desversa soie pour combattre la pebrine (*) cousiste en trois 
operations distinctes : 

1^ Faire de la graine cellulaire en mettant a pondre chaque femelle 
sur une toile separee et ne conserver que les pontes des femelles sans 
corpuscules; 

(*] f^oir en particulier les J&ttules sur la makidie des vers a soie, par M. L. Pasteur, 
p. 179 et suiv. — Paris; Gauthier-Villars, 1870. 

Annales de I'Ecole Iformale. 2' Serie, Tome I. ' 
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a^ Elevcr cette graine cellulairc en petites chambrees isolecs; 

3^ Livrcr en masse au gnunage indusuiel avec les seuls soins d'au- 
trefois, presents dans tous les temps et dans tous les pays sericicoles, 
cellos de ces chambrees qui n'ofTrent pas plus de 8 a lo papillons cor- 
pusculeuxsur loo. 

Cette graine industrielle ^lev^e a la maniere ordinaire ne presentera 
pas de mortalite, appreciable sous le point de vue pratique, par la 
pebrine ('). 

Les grainages pratiques en suivant ces prescriptions se multiplient de 
plus en plus chaque annee, et les personnes qui s*y livrent ne peuvent 
suffire aux demandes toujours croissantes des eleveurs. G'est que les 
rendements desgraines ainsi faites atteignent une moyenne fortelevee : 
cette annee meme, dans le departement du Gard, 3ooo onces de graines 
industrielles, distribuees en grandes et petites chambrees, ont fourni 
en moyenne 33 kilogrammes a I'once, et looo onces d'une autre va- 
riete ont donne 38 kilogrammes, preuves incontestables de la puissance 
de la methode nouvelle. 

Chaque jour aussi cette methode mieux comprise apparait plus facile 
dans son application, plus certaine dans ses rcsultats. 

Cette Note a pour but de preciser les conditions nicessaires el suffi- 
sanies pour en assurer le succes. 

Ces conditions sont au nombre de trois : 

i"" Dans la confection de la graine cellulaire, se homer a examiner 
chaque papillon femelle sans s'inquieter des males; 

2^ Choisir pour faire cette graine cellulaire des lots qui ne soient 
pas trop corpusculeux ; 

3" Elever cette graine cellulaire depuis Teclosion jusqu'a la montee 
sans contact immediat avec une graine infectee. 

1. Examen desfemelles scales, non des males. — Les experiences de 
MM. de Rodez et Bellotti sur I'inutilite de Texamen des males ont ete 
confirmees par la pratique industrielle. 

En 1870, M. Pasteur fit elever sous ses yeux a Villa-Vicentina (Frioul 
autrichien), dans des conditions convenables, plusieurs onces de 



(') 11 est bion enlendu que dans cette Note nous laissons de cdt6 tout ce qui a trait k la 
flacherio, maladio tr^s-distincle de la pebrine. 
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graine cellulaire obtenue par I'examcn des femelles seules; les cham- 
brees donnerent k peine 2 ou 3 papillons corpusculeux sur 100 : une 
partie de la graine cellulaire qu'on en relira, avecexamen des femelles 
seules, fut elevee, en 1871, a Clermont-Ferrand et aux environs 
d'Alais : or toutes les chambr^es qui furent assujetties \k de certaines 
conditions d*education furent assez peu corpusculeuses pour pouvoir 
elre soumises a un grainage industriel. 

Pour ce qui est de la purete des femelles, on en connait Timportance 
pour la purete de la graine et des vers; mais ce qu'on ne sait pas assez, 
c'est qu*il suffit de laisser passer dans un grainage une proportion 
tout a fait minime de pontes de femelles corpusculeuses pour que la 
graine soit exposee k ne pouvoir servir a une chambree de reproduc- 
tion. 

En 1870, par exemple, a cote des graines cellulaires elevees a Yilla- 
Vicentina, M. Pasteur fit elever (a et Ik looonces de graines indus- 
trielles dont plusieurs provenaient de papillons corpusculeux a i ou 2 
pour 100 au maximum ; eh bien, il nous fut impossible de trouver une 
seule de ces chambrees infectee a moins de 3o pour 100, bien que la 
plupart aient reuni toutes les conditions d'education desirables. 

IL Du degre d' infection des cocons destines au grainage cellulaire, — 
L'attention des sericiculteurs doit se porter serieusement sur Tutilite de 
choisir, dans la confection de la graine cellulaire destinee aux cham- 
brees de reproduction, des cocons dont le degre d'infection ne soit pas 
trop grand, ne depasse pas, par exemple, 10 a i5 pour 100. 

En eflet, un grainage cellulaire confectionne en grand, on le con- 
goit facilement et Texperience acheve de le demontrer, comporte des 
causes d'erreur a peu pres inevitables : dans le cours du grainage, il 
arrive quelquefois que deux femelles, apres avoir pondu toutou partie 
de leurs oeufs, passent d'une toile a une autre toile accidentellemenl 
trop rapprochee ; si Tune de ces femelles est corpusculeuse, Tautre 
exempte de corpuscules, on sera amene dans I'examen microscopique 
a rejeter la bonne ponle et a conserver la mauvaise; dans Texamen 
microscopique des femelles, pour peu qu'il se prolonge, il est difHicilc 
d'eviter des distractions dont la consequence pent etre de laisser tom- 
ber parmi les bonnes toiles examinees quelque toile corpusculeuse; 

I. 
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quelquefois aussi, faute d'une sufRsante attention, on laisse passer 
inaperQUS les corpuscules dans I'examen de certains papillons. 

Nous admettons volonliers que ces erreurs sont toujours peu nom- 
breuses par rapport au nombre total des papillons corpuseuleux du lot 
soumis a Texamen; mais on conQoit facilement que, si elles sontnegli- 
geables dans un lot qui n'a que deux ou trois papillons corpuseuleux 
sur I GO, elles peuvent, pour un lot corpuseuleux a 3o, 40, 5o pour 1 00, 
introduire, dans la graine cellulaire examinee, trois ou quatre pontes 
eorpusculeuses sur 1000, ou meme plus, proportion suffisante pour 
que les papillons issus de cette graine puissent etre corpuseuleux a i5 
ou 20 pour 100 ou plus encore. L'experience a verifie ces previsions. 

En 1871, M. de Lachaden^de, president du Cornice agricole d'Alais, 
eleva parallMement, au Temperas, pres Alais, deux lots de graine cellu- 
laire. Tun provenant de papillons infectesa 4^ pour 100, I'autre issu 
de papillons corpuseuleux a 8 pour 100 : les resultats de ces deux 
chambrees furent tres-differents au point de vue du grainage : les pa- 
pillons de la premiere furent corpuseuleux dans la proportion de 20 
pour too; ceux de laseconde dans la proportion de 6 a 8 pour 100. 

A Servas, pres d'Alais, une graine cellulaire issue de papillons cor- 
puseuleux k 2 pour 100 ne s'infecta pas a 1 pour 100, a cote d'une 
autre graine d'un lot corpuseuleux a 8 pour 100, qui presenta 3 papil- 
lons corpuseuleux sur too. Enfin, au Pont-Gisquet, M. Raulin fit elever 
parallelement deux sortes degraines cellulaires : Tune faite avec soin, 
issue d'un lot a 2 pour 100 de papillons corpuseuleux et qui fournit 
une recolle corpusculeuse a 2 pour 100 seulement; I'autre, nee de pa- 
pillons corpuseuleux k 20 pour too, faite avec moins de precaution 
que la premiere, de laquelle sortirent des papillons corpuseuleux dans 
la proportion de 60 pour 100. 

III. Isolement de la chambree. — M. Pasteur a insiste dans ses divers 
Memoires sur la necessite d'isoler une chambree destinee k la repro- 
duction : que faut il entendre au juste par cet isolement? L'experience 
va nous I'apprendre. 

La graine cellulaire que M. Pasteur fit elever en 1870, a Villa-Vi- 
centina, etait entouree d'educations plus ou moins eorpusculeuses, 
100 onces au total, repandues ga et Ik dans un rayon de i kilometre; 
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bien plus, dans le meme baliment ou il elevait cette graine cellulaire, 
etaient elev^es des graines corpusculeuses pour experiences diverses; 
de temps en temps des visiteurs qui avaient ete en contact avec de 
mauvais vers venaient voir les chambrees de graines cellulaires. Mais 
dans ces chambrees on eut soin de proscrire absolumenttout lot cor- 
pusculeux, et les magnaniferes qui les soignaient n'elevaient aucune 
autre graine douteuse : or les papillons de ces chambrees furent purs 
de corpuscules k moins de 2 ou 3 pour 100. 

Yoici un autre exemple plus frappant encore : au Pont-Gisquet, pres 
d'Alais, qui passe pour un des pays les plus infectes, M. Raulin a ob- 
tenu, en 187 1, d'une chambree composee uniquement de graines 
pures, une r^oolte dont les papillons etaient purs a 2 pour 100 pres; 
etpourtant dans une magnanerie voisine du meme batiment on elevait 
une once de graine un peu corpusculeuse, et sur une montagne domi- 
nant le Pont-Gisquet, a 200 metres de distance, etait une chambree de 
1 2 onces, d'une graine detestable, dont tons les producteurs sans excep- 
tion etaient corpusculeux. D'autre part, une once de la graine cellulaire 
precedente, ^levee au Pont-Gisquet, dans une meme magnanerie, a cote 
d'une autre graine a peine corpusculeuse, produisit des papillons cor- 
pusculeux a raison de a5 pour 100. 

Dans une ferme isolee des environs d'Alais, 6 oncos d'une graine 
tres-pure, elevee sans aucun melange, produisirent des papillons 
infectes a 35 pour 100, par cette seule circonstance que cette graine 
avait ete mise a eclore avec des graines corpusculeuses et etait restee 
avec celles-ci dans le meme local pendant trois ou quatre jours apres 
Teclosion. 

Si done vous elevez de la graine parfaitement pure dans une magna- 
nerie d'oii vous proscrirez toute graine de nature douteuse, tres-rigou" 
reusement et des Vdchsion^ si vous la faites soigner par une magnaniere 
qui ne soigne pas en meme temps des graines corpusculeuses, de fagon 
qu'il n'y ait pas entre votre education et une autre education corpuscu- 
leuse de contact imm^diat et prolonge, tenez pour certain que, meme 
dans le pays repute pour etre le plus infecte, au milieu d'educations 
nombreuses et mauvaises, vous n'aurez pas plusde f\ ou 5 papillons cor- 
pusculeux sur 100; en d'aulres termes, vous recolterez des cocons bons 
pour graine industrielle au point de vue de la pebrine. 
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En r^sum^ : Pour que la graine cellulaire puisse fournir des cocons 
bons pour graine industriclle au point de vue de la pebrine, c'est-a-dire 
des papillons corpusculeux a moins de 7 a 8 pour 100, il est n^essaire 
et ilsujfjfitqixe les femelles produetrices de cette graine aient ete exami- 
nees avec soin, abstraction faite des males; que le lot qui la fournit ne 
soit pas corpusculeux a un trop haut degre, par exemple au delk de 10 
ou i5 pour 100; qu'enfin cette graine soit elevee dans une magnanerie 
d'oii Ton proscrira absolumcnt toute graine corpusculeuse des I'eclo- 
sion, et par les soins de personnes qui ne soient jamais en contact avec 
de mauvais vers. 

Quand nous parlons de conditions necessaires et suffisantesy nous ne 
donnons pas a ces mots le sens precis qu'on leur attribue dans les 
sciences mathematiques : nous n'avons pas la pretention de renfermer 
un phenomene physiologique dans des formules exactes J 

Par exemple, nous avons vu de la graine legerement impure donner 
dans certains cas des cocons bons pour graine industriclle : pourquoi 
cette exception? Parce que Tabandon des derniers oeufs eclos, un grand 
espace donne aux vers pendant Teducation, le soin qu'on prenait de 
laisser dans les litieres les vers en retard, ou encore une mortalite acci- 
dentelle, avaient produit une selection naturelle des bons et des mau- 
vais vers. 

En partant de lots extremement corpusculeux, on a pu obtenir, par 
le procede cellulaire, de la graine parfaitement pure, en evitant par des 
soins tres-grands les erreurs de grainage, comme aussi en partant de 
lots presque purs on pent, faute de precaution, faire de mauvaise 
graine cellulaire. 

Ces exceptions, et d^autres encore, ne sont que des cas particuliers, 
relativement rares, qui confirment, au lieu d'y porter atteinte, la tbeo- 
rie generale, et dont I'observation attentive des faits rend facilement 
compte. 

Les conditions dont nous venous de parler ne sont pas nouvelles; 
elles decoulent directement des experiences fondamentales qui consti- 
tuent la th^orie de M. Pasteur; mais il est un fait digne de remarque : 
depuis que le procede Pasteur s'est repandu dans les pays sericicoles, 
I'oubli des precautions indiquees plus haut, I'observation inexacte de 
certains faits qui se sont produits dans Tapplication de ce procede, ont 
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(lonne lieu a des inductions fausses, ou au moins fort exager^es, con- 
traires aux principes precedents. 

Dans la pratique industrielle, il arrive trop souvent que des educa- 
teurs reservent pour chambrees de reproduction des graines cellulaires 
provenant de lots tres-corpusculeux, ou encore des graines mal faites, 
qui n'ont de cellulaire que la forme exterieure du proc^d^ decrit par 
M. Pasteur, ou meme des graines non cellulaires que Ton croit pures, 
sur la foi d'un echantillon plus ou moins bien observe. On pose done 
en realite a Tincubation des graines un peu impures. D'autre part, ii 
est bien difficile, surtout dans les pays de grande culture, de vaincre 
la routine des fermiers, qui mettent toujours a eclore ensemble et main- 
tiennent ensemble, pendant les jours qui suivent Teclosion, diverses 
sortes de graines plus ou moins impures. Ce sont 1^ deux causes d'er- 
reur qui font echouer, au point de vue du grainage, la plupart des 
chambrees de reproduction. 

C'est ainsi que nous expliquons comment un educateur du midi 
de la France fut oblige, en 1870, d'envoyer a la filature 85 petites 
chambrees sur 100, chambrees placees d'ailleurs dans d'excellentes 
conditions, et qu'il destinait au grainage. 

Lorsqu'ils voientse produire de pareils faits, les educateurs, admet- 
tant sans hesiter que la graine etait parfaitement pure, qu'elle a ete 
elevee dans un local separ^ de toute chambree infectee, cherchent fort 
loin la cause de tant d'echecs : 

Les uns, ayant rejete les males dans le grainage cellulaire^ altribuent 
les corpuscules de la graine aux corpuscules des males, ou bien (s'ils 
ont examine ces derniers) a des germes de corpuscules des femelles 
qui ecbappent au microscope. D'autres comparent pendant plusieurs 
ann^es successives les resultats de deux sortes de graines reproduites 
k chaque education par le procede cellulaire; mais, parce qu'ils sont 
partis primitivement de deux lots tres-inegalement corpusculeux, Tune 
des deux graines se maintient plus pure que Tautre : ils n'hesitent pas 
des lors h attribuer cette inegalite a une influence de race ou d'accli- 
matation. 

Enfin d*autres sericiculteurs distribuent leur graine cellulaire dans 
des regions de petite culture et dans des pays de grande culture : ici ils 
observent un envahissement plus general et plus considerable par la 
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pebrine, uniquement parce que les educations sont plus melangees, 
plus entassees dans le mSme local : des lors ils rapportent les differ 
rences observees au degr6 d*infection du pays, au plus ou moins grand 
nombre de corpuscules qui inondent Tatmospheret aux feuilles de mu- 
rier meme qui, se trouvant, pensent-ils, trop peu isolees d'educations 
voisines, ramassent k leur surface les corpuscules de Tair et les trans- 
portent dans rintestin des vers k soie. Ges faits expliquent Tempresse- 
ment exagere avec lequel on recherche pour les chambrees de repro- 
duction certaines regions qui paraissent privilegi^es; ils expliquent 
pourquoi on a propose de filtrer Fair des raagnaneries ou de purifiert 
par le chlore, par exemple, soit Tair des magnaneries, soit la feuille 
destinee aux educations. Ces precautions sont tout aussi inutiles que la 
purification des magnaneries au point de vue de la destruction des cor- 
puscules, car les seuls corpuscules a craindre sont ceux qui naissent 
du contact de mauvais vers, comme le prouve une experience decisive, 
faite en 1870 k Yilla-Vicentina : deux lots de vers, composes de vers 
sains et de vers corpusculeux melanges, furent eleves parallelement. 
Tun dans Tair ambiant, Tautre dans une chambre constamment remplie 
de vapeurs de chlore, et a tel point que c*est a peine si Ton y pouvait 
respirer quelques ^instants. Les resultats furent identiques des deux 
cotes : meme nombre de cocons de part et d'autre; toutes les chrysa- 
lides corpusculeuses, et au meme degre, des deux cotes. 

Pourtant M. le D*" Levi, de Villanova di Fara, a demontre que le 
chlore tue les corpuscules; mais, dans les conditions des experiences 
dont il s-agit, cet agent ne put atteindre les corpuscules qui propa- 
gerent la maladie. 

Nous n'avons cependant pas la pretention de condamner toutes ces 
idees, absolument parlant; il n'y a rien d*absolu dans la physiologic. 

Par exemple, nous n'affirmons pas que le papillon male est incapable 
d'introduire dans la graine quelques germes de corpuscules; mais 
nous affirmons que cette influence est negligeable dans la pratique, 
c'est-a-dire qu'il n'en resultera pas pour les papillons de la recolte des 
quantites de corpuscules appreciables. 

Nous sommes tr^s-eloignes de nier le transport a^rien des corpus- 
cules d'une Education infectee sur une education saine plus ou moins 
eloignee, transport variable d'un pays a un autre. M. Pasteur a d^j^ 
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prouve ce transport par Tatmosphere. II r^sulte ^galement de ce fait 
qu'en 1871, des graines tr^s-pures, ^levees parallMement k Clermont 
et dans le pays d'Alais dans de bonnes conditions d'isolement, don- 
nferent k Clermont des cocons absolument purs, et, k Alais, des cocons 
infectes de corpuscules dans la proportion de 2 ou 3 pour 100. 

Cette difference n'importe pas en tant qu'il s'agit d'un seul grainage, 
mais elle pent servir h expliquer comment una graine pure pent se 
maintenir indefiniment pure dans le Puy-de-Dome, pays de tres-petite 
culture, tandis que dans le Gard, pays essentiellement sericicole, elle 
pent s'infecter completement en deux ou trois annees. 

Les diverses races de vers k soie sont probablement aussi inegale- 
ment attaquables par les corpuscules de Tatmosphere : cette annee, du 
moins, au Pont-Gisquet, trois variet^s de graine jaune, d'une soie ine- 
galement'fine, furent elev^es parallelement dans la meme magnanerie, 
et les papillons furent d'autant plus infectes que la soie etait plus fine, 
suivant les proportions de i, 2, 4 pour 100; et ce resultat s'etant re- 
produit plusieurs fois, il n'est gu^re permis de Tattribuer a un acci- 
dent ou aux impuret^s de Tune des graines. 

Paris, septembre 1871. 
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Apres avoir reconnu et demontre I'independance de la pebrine et 
de la flachcrie, qui constituent toute la maladie regnante des vers k 
soie, et la relation indiscutable de ces affections avec le developpement 
d'organismes vivants speciaux, les points les plus essentiels que 
M. Pasteur ait etablis dans ses Memoires sur la flacherie sont : i^ la 
transmission hereditaire; a^ le caractfere emineinment contagieux de 
cette maladie. 

Nous allons essayer de faire ressortir les differences qui existent 
entre la flacherie et la pebrine, sous le rapport de I'h^redite et de la 
contagion. 

Heredite de la flacherie. — Par Teducation de vers en casiers isoles, 

M. Pasteur a demontre que dans la graine la plus predisposee a la flacherie 

2. 
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comme a la pebrine, il n'y a jamais qu'une partie des oeufs malades et 
condamnes a perir. Nos experiences de 1870 ont confirme ce resultat 
en y ajoutant cette particularile : que la graine la plus predisposee 
hereditairement k la flacherie ne contient qu'une proportion d'oeufs 
malades relativement tres-faible : 5o vers d'une graine extremement 
predisposee a la flacherie, provenant d'une education qui avait peri 
aux deux tiers par cette maladie, furent eieves ensemble et p^rirent 
compl^tement de la premiere mue a la quatrieme; 25 versde la meme 
graine furent eieves dans des casiers isoles, chaque ver ayant sa case 
distincte : 4 perirent flats de la premiere a la deuxieme mue, 21 
marcb^rent admirablement et donnferent des cocons irreprochables. 

Au point de vue de I'heredite. la presence des cbapelets dans Tes- 
tomac des chrysalides n'a pas la meme valeur, relativement a la fla- 
cherie, que la presence des corpuscules dans les papillons relativement 
a la p^brine, comme il ressort des experiences suivantes : 

En 1869 ^^ ^ ^^^^ ^^ '^ graine cellulaire avec trois chambrees, Tune 
A ayant p^ri aux deux tiers par la flacherie; Ics deux autres B et G 
ayant parfaitement reussi. Dans chacun de ces lots on reunit ensemble, 
d'une part, les pontes dont les producteurs, male et femelle, u'avaient 
points de cbapelets dans I'estomac, d'autre part, les pontes de papillons 
ayant de nombreux cbapelets; 5o vers de chacune de ces graines furent 
eieves a part et parallelement en 1870. Voici les resultats : 

Le lot A perit completement de la flacherie; I'ecbantillon a cbape- 
lets de la premiere k la quatrieme mue; Tecbantillon sans cbapelets de 
la deuxifeme a la montee; le lot B reussit bien et donna 46 cocons pour 
Tecbantillon a cbapelets, 47 pour Tecbantillon sans cbapelets. Le lot C 
marcha egalement bien et fournit, d'une part, 45 cocons, de rautre'48. 
Ainsi il n'y a eu dans la reussite des pontes avec et sans cbapelets que 
de faibles diflerences, ce qui enlfeve au caract^re des cbapelets la va- 
leur precise et absolue qu'on pent tirer de la presence des corpuscules 
des papillons relativement a la pebrine : le caractere vraiment essen- 
tiel au point de vue de I'heredite de la flacherie, c'est la presence ou 
I'absence des morls flats dans la chambree productrice, c'est la ienteur 
ou la vigueur des vers a la montee. Aussi nous ne saurions trop insister 
sur la necessile pour I'educateur ou le fabricant de graines de ne livrer 
au grainage que des chambrees dont il aura constate I'absence de mor- 
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talit^ par la flacherie dans les derniers jours de la vie des vers et Tagi- 
lite et la vigueur de ceux-ci au moment de la montee k la bruy^re (*)/ 

A defaut de ces donnees, la proportion des chrysalides a chapelets 
dans une chambree pent utilement servir comme indice de la flacherie 
her^ditaire, en tanl qu'elle donne une idee de Tenvahissement de la 
chambree par cette maladie dont Tinlensite est ordinairemenl en 
rapport avec la frequence des chapelets dans Testomac des chrysa- 
lides. 

On a annonce que des chambrees avaient peri de la flacherie, sans 
que les chrysalides des vers qui avaient echappe k la mort eussent, 
meme en faible proportion » le caractere du ferment en chapelets de 
grains. 

Nous avons constamment observe le contraire : dans ces conditions 
il existe toujours des chrysalides, et presque toujours la grande ma- 
jorite de celles-ci offrent dans la poche du canal intestinal soit des 
chapelets, soit des vibrions. 

Nous avons recherche si, independamment de tout signe microsco- 
pique, il existe dans les differentes pontes d'un mSme lot qiielques 
inegalites de predisposion k la flacherie. Ces inegalites, dans un cas 
particulier, se sont revelees d'une mani^re frappante en 1870 (^). 

On sait que, dans le grainage en grand de nos races indigenes, il y 
a habituellement un petit nombre de pontes qui eclosent quinze jours 
ou trois semaines aprfes leur formation : ce sont des bivoltins acci- 
dentels. 

Plusieurs pontes semblables furenl reunies et les vers eleves en un 
seul lot : tons ces vers, au nombre de 5oo environ, perirent flats de la 
seconde mue a la montee, sauf deux qui filerent leurs cocons. G'est, 
du reste, le sort habituel de ces sortes de graines bivoltines elevees en 
masse. 

D'autre part, on preleva separement, dans plusieurs autres pontes de 
meme nature, des echantillons qui furent eleves chacun a part : trois 






( ' ) Voir 5 ce sujet les prescriptions de I'ouvrage de M. Pasteur : jStudes sur la maladie 
des vers a sole, 1. 1, p. a3a. 

(') Voir, au sujet de ces in^galit^s dans la pr^isposition k la flacherie des differentes 
pontes d'un m^me lot, Touvrage de M. Pasteur, 1. 1, p. 21 3 et suivantes. 
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(le ces echaatillons p^rirent par la flacherie, de la deuxi^roe a la troi- 
sieme mue; un de la troisifeme a la qualrifeme mue; un autre perdit les 
deux tiers de ses vers, de la quatrifeme mue k la mont^e; un autre 
perdit 2 vers sur 20; un autre enfin donna 20 cocons sur 20 vers ( ' ). 

L'exp^rience a confirme, en 1871, ces resultats, qui t^moignent 
d'une influence marquee des parents sur la ponte, et qui indiquent un 
moyen simple d*obtenir des cocons exempts de flacherie avec une va- 
riete de vers qui, dans le mode d'education ordinaire, serait con- 
damnee k perir. 

Cettc experience a ete reproduite en 1871, sur une grande echelle, 
par M. Raulin, au Pont-Gisquet pres Alais, avec des graines ordinaires. 
Cent dix pontes appartenant a trois lots diflerents, et formant environ 
1 1^ once, furent eleveesseparementdans unememe magnanerie, chaque 
ponte ayant son easier distinct. 

Quelques vers moururent^a et Ik avant la quatri^me mue, mais la 
mortalite ne se fit sentir d'une faQon un peu sensible qu'entre la qua- 
trieme mue etla mont^e. 

Yoici quel fut le resultat final : une quarantaine de ces pontes ne 
presenterent ni un ver mort ni un cocon fondu, et furent de tout point 
irreprochables. Trente-cinq environ eurent chacune i ou 2 morts (par 
la flacherie) ; dans une vingtaine, on compta 5, 6, 8, 10 morts; dix per- 
dirent le tiers, la moitie, les deux tiers de leurs vers; dans cinq ou six, 
enfin, il ne resta que 2 ou 3 cocons; et, pour chacun des trois lots, les 
resultats furent semblables. 

Ces resultats s*expliquent-ils par une influence her^ditaire absolue 
et radicale comme Theredite de la pebrine? Nous ne le pensons pas. 
En d'autres termes, si toules les pontes avaient ete divisees en deux 
parts, et les deux moities de ces cent dix pontes conservees et elev^es 
dans des conditions tresdi verses, nous ne croyons pas que les resultats 
de part et d'autre eussent present^ un parallelisme complet. Mais il est 
difficile de ne pas admettre que, dans les circonstances oil elles furent 
placees, ces pontes avaient des predispositions hereditaires differentes 
pour la flacherie. 



(') Nous ajouterons qu'on livra ces ao cocons au grainage, et qu'en 1871 on obtinl une 
r^colle complete.- 
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Au reste, ce resultat, quelque explication qu'on en donne, n'en est 
pas moins interessant pour la pratique : si les cent dix pontes dont 
nous venons de parler avaient ete reunics et elevees en un seul lot, 
vraisemblablement les vers malades auraient infecte les vers sains, et la 
chambree aurait succombe en grande partie a la flacherie : si Ton met 
en doute cette hypothese, on ne pent se refuser a admettre que la mor- 
talite eut empeche deTaire grainer la chambree : or, quarante de ces 
pontes ont pu etre livrees au grainage en toute surete. 

Ce procede d'education a done sur le procede ordinaire une superio- 
rite marquee relativement k la flacherie. II est d'ailleurs, dans la pra- 
tique, beaucoup plus simple qu'on ne pourrait le croire au premier 
abord ; il offre toutes sortes de facilites pour le delitage des vers ; il 
permet Teiimination des pontes defectueuses, a quelque titre que ce 
soit; I'etude de toutes les influences bereditaires; le choix des pontes 
qui presentent telle ou telle qualite, etc. 

Nous esperons qu'entre des mains exercees, il deviendra le plus sur 
moyen d'obtenir des graines vigoureuses, k Tabri de la flacherie here- 
ditaire, et fort pen expos^es a la flacherie accidentelle. 

Contagion par vibhons . — II resulte de nos nombreuses experiences 
de 1869, 1870, 1 87 1, que Ton pent contagionner des vers avecsucces : 
par les vibrions et les chapelets des vers morts flats; par ceux des 
chrysalides et des papillons; par ceux des fermentations de feuilles; 
par les poussieres de magnanerie; a Taide de differents precedes : 

1^ En enduisant de vibrions les oeufs avant Teclosion; 

ql^ Par nutrition, en enduisant de substances contagionnantes les 
feuilles qui servent a la nourriture des vers; 

3^ Par piqure, soit sur les vers, soit sur les papillons; 

4^ Par melange de bons et de mauvais vers; 

5^ Par accouplement des papillons femelles avec des males dont 
Textremite posterieure a 6te trempee dans un liquide a vibrions. 

En general, les vers contagionnes par ces divers moyens s'inegalisent 
peu k pen, se mettent en retard sur les vers du lot temoin, prennent 
des allures plus lentes, et flnissent par mourir avec les caracteres exte- 
rieurs de la flacherie. En meme temps, des vibrions de diverse nature 
apparaissent dans leur organisme. Si les vers ont ete contagionnes par 
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nutrition, les vibrions se montrent d'abord dans Tintestin; ce n'est 
qu'au moment de la mort, on meme apres, qu'ils passent dans le 
sang; c'est alors que le ver noircit; s'ils ont ete coniagionnes par 
piqure, les vibrions inondent d'abord le sang, puis tres-rapidement 
I'intestin. Ces caracteres se reproduisent egalement dans la flacherie 
naturelle. 

Les papillons contagionnes par piqure se remplissent de vibrions et 
ne tardent pas a mourir; les fomelles eontagionnees par accouplement 
meurent aussi en ofTrant d'abord des vibrions dans la poche copula- 
triee, puis dans tout Torganisme. Ces caracteres se produisent aussi 
naturellement dans les grainages ordinaires chez certains papillons qui 
meurent prematurement : les uns ont des vibrions dans tons leurs or- 
ganes, les autres en ont seulement dans la poche copulatrice, suivant 
une observation tres-exacte deM. Chiozza. 

La marche de la contagion par vibrions ne presente pas la meme re- 
gularite, la meme simplicite que la contagion par corpuscules : i^ le 
temps qui separe le moment de la contagion du moment de la mort 
du ver a soie pent varier de douze heures k trois semaines; le ver pent 
meme echapper complelement a Tinfluence du vibrion ; tP la relation 
entre I'epoque d'apparition du vibrion et Tepoque de la mort du ver ne 
suit pas les memes lois que celles qui sont propres au corpuscule de la 
pebrine. Souvent les vers deperissent d^jkets'inegalisent sensiblement, 
qu'on ne decouvre pas encore d*organismes dans leur interieur; quel- 
quefois mSme des vers, principalement des vers contagionnes des 
r^closion, sont morts avec les caracteres ext^rieurs de la flacherie, 
sans qu'on ait pu y decouvrir de traces apparentes d'organismes vivants, 
en explorant avec tout le soin possible une goutte du liquide provenant 
du ver broye dans un pen d'eau. Alors pourtant, on ne saurait le nier, 
la matiere contagionnante etait la veritable cause de la maladie; mais 
probablement le vibrion se localisait dans quelque organe restreint et 
y exerQait des ravages mortels. Peut-6tre aussi doit-on se demander si 
la maladie qui a cause la mort dans ces conditions doit etre confondue 
avec la flacherie 

La rapidite d'action des vibrions sur le ver a soie contamin^ depend 
d'une foule de circonstances : 

Elle depend du mode de contagion : par exemple, tandis que les vers. 
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infect^s par nutrition a Taide de vibrions de ver» meurent dans un 
espacc de temps compris entre six et quinze jours, nous avons vu des 
vers piques avec ces memes vibrions mourir apres deux ou Irois jours; 
les papillons piques avec ces memes vibrions mouraient en moins dc 
vingt-quatre beures; lorsque la contagion eut lieu par accouplement, 
la mort fut plus lente k venir. 

Elle depend aussi de la nature de la substance contagionnante. Dans 
une foule d'experiences nous avons vu les vibrions de feuilles de murier 
fermentees se montrer bien moins actifs que les vibrions de vers morls- 
flats : tandis que les seconds amenaient la mort en sept ou huit jours, 
les premiers ne faisaient perir les vers qu*en douze ou quinze jours, 
et encore partiellement. II y a plus : de bons lots de vers, eleves dans 
des conditions normales, et contagionnes ^ Teclosion par vibrions de 
feuilles fermentees, ne sont pas tous morts avant de tisser leurs cocons; 
d'autres re^urent un repas de vibrions de feuilles entre la premiere et 
la deuxieme mue, et echapperent completement a la contagion. 

Tous les vibrions de ver n'ont pas d'ailleurs la meme activite : les 
vers contagionnes avec la substance de gros vers morts-flats vers la 
montee, noirs et remplis de vibrions dans I'intestin et dans le sang, sont 
morts tres-rapidement en vingt-quatre ou quarante-huit heures. 

La rapidite de la contagion varie aussi avec la nature du ver conta- 
gionne : certaines especes de vers, en particulier les vers atteints de la 
pebrine, les vers fortement predisposes a la flacberie, des vers eleves 
tardivement contagionnes k Teclosion, certaines pontes delicates de 
bivoltins accidentels des races indigenes nous ont paru eprouver tros- 
rapidement les effets de la contagion par vibrions. 

Les circonstances d'education peuvent aussi exercer sur ce pheno- 
mene une grande influence : en premiere ligne, nous placerons la tem- 
perature du ver contagionne : la mortalite, apres la contagion, a tou- 
jours ete moins rapide dans des lots eleves a la temperature de j6 degres 
que dans des lots Aleves a sS degres, soit constamment, soit apres la 
contagion; c'est lorsqu'on a soumis des vers a des variations brusques 
de temperature que Tactivite du vibrion a atteint son degre maximum. 
Example : 

Le 25 mai 1870, on donne un repas de vibrions k 25 vers eleves a 
16 ou 18 degres. La mortalite ne commence que le 3 juin, lorsque le« 

Annales de Vicole Hormale. 2* S^rie. Tome I. 3 
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vers sont sur le point de monter k la bruyere, et od obtient lo c6cons. 
Lc meme jour, on donne un repas de vibrions k a5 vers places, Ic jour, 
au soleil, la nuit aU froid; le ^9 mai, 5 vers meurent^ et le 3 juin tous 
ont disparu. 

De la flacherie naturelle. 

Les considerations dans lesquelles nous sommes entres expliquent 
les allures generates de la flacherie naturelle. 

Pourquoi la pebrine prison te-t-elle une marche si simple et si r^gu- 
liere comparativement k la flacherie? 

G'est que les corpuscules ne peuvent se transmettre que du papillon 
(emelle aux ceufs, et par suite aux vers qui en sortent, et de ceux-ci 
aux vers sains par contagion. Or la contagion des corpuscules mar- 
chant toujours avec regularite et avec des vitesses peu difi*erentes, il 
en resulte qu'une graine perira par la pebrine ou lui r^sistera, selon 
que les producteurs seront ou non corpusculeux. II n*en est pas de 
meme de la flacherie : ici Theredit^ n'est plus qu*une predisposition 
plus ou moins grande des vers k etre attaqu^s par les ferments du genre 
vibrion; d'un autre c6t6, le developpement de ce» derniers varie consi- 
derablement avec une foule de circonstances ext^rieures : on conceit, 
d^s lors, qu'une graine h^reditairement predi^posee k la flacherie 
puisse lui echapper dans des circonstances exceptionnellement favo- 
rables, tandis qu'au eontraire, la graine la plus saine perira dans des 
conditions mauvaises. Tous ces cas s*observent en efiet dans la pratique 
induslrielle. 

Nous nous sommes assures que les effets de la temperature sur la 
contagion artificielle se reproduisent ^galement sur la contagion natu- 
relle, quoique avec moins d'intensite. Mais il existe sans doute beau- 
coup d'autres circonstances influentes dont la recherche sera it fort 
utile : plusieurs faits autorisent k penser que les conditions d'hivernage 
de la graine ne sont pas k negliger a ce point de vue; aux faits connus 
nous ajouterons le suivant : en 1869 ^^ ^870, nous avons vu de la 
graine provenant de chambrees qui avaient peri presque -en totalite 
par la flacherie perir compl^tement par cette maladie, k partir de la 
deuxicme ou de la troisibme mue. En 1871, au contraire, apres nn 
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hiver exceptionoellement rigoureux, sur plusieurs eckantillons de 
graine provenant egaleipent de chambrees a mortalite presque com- 
plete, pas un ne perit avant la quatrieme mue, et plusieurs donnerent 
une r^colle satisfaisante. 

Les corpuscules qui infectent habituellement les educations ne peu- 
vent venir que de I'interieur des oeufs de I'annee; il n'en est pas de 
meme des vibrions et du ferment en chapelets de la flacberie. On n'a 
pu jusqu'ici decouvrir dans les osufs de vers a soie le ferment en cha- 
pelets. 

Cependant M. Pasteur a decouvert des vibrions dans quelques oeufs 
mal fecondes, dans lesquels ils n'avaient guere pu s'introduire que par 
rintermediaire des miiles. 

Quoi qu'il en soit, les vibrions de la flacberie viennent du debors en 
g^n^ral; en particulier on con^oit qu'ils peuvent venir de la surface 
externe des oeufs, et Ton comprend des lors I'utilite de laver la graine 
avec soin. Car si les corpuscules perdent rapidement leur vitalite au 
contact de Tair, il n'en est pas de meme des germes des vibrions. Les 
poussieres de magnanerie sont certainement un foyer dangereux de ces 
mSmes vibrions, et la purification des magnaneries par le cblore pent 
etre efficacement recommandee contre la flacberie, car nous nous 
sommes assures de Taction deletere du chlore sur les vibrions. Quant 
aux bons eflets du cblore sur une cbambree pendant Teducation, memo 
pour d^truire les vibrions de Tatmosphere ou de la feuille, ils sont pour 
le moins tres-contestables. En 1870, nous avons eleve, dans une salle 
dont Tair 6tait sans cesse fortement impregne de chlore, de bons vers, 
des vers predisposes a la flacberie, de bons et de mauvais vers melan- 
ges, et ces divers lots ont eu des reussites tres-diverses, exactement 
comme les memes vers ^lev^s dans Tair pur. 

Gonsideree a un point de vue general, la flacberie n'est pas un acci- 
dent dans reducation des vers k soie ; nous avons preleve sur une 
graine excellente, conserv^e dans la glace apres I'hiver, divers echan- 
tillons que nous avons eleves avec tons les soins possibles, a diverses 
^poques de Tann^e : le lot elev6 a T^poque normale des educations 
donna une r^colte complete; dans les suivants, la flacberie se montra 
de plus en plus promptemenC, k mesure qu'avan^ait la saison. Elle 
apparut d'abord entre la quatrieme mue et la montee, puis entre la 

3. 



20 NOTE 

troisienie el la quatrieme mue, enfin entre la deuxieme el la troisieme 
mue, dans les lols nes vers la fin du mois de mai, ^poque a laquelle la 
tlachcrie scvit en plein dans les educations. Deux echantillons de la 
niemc graine furent eleves un peu plus tard, apres les educations; 
relte fois, ils marcherent mieux : le premier ne commenQa a perir 
qu'un peu avant la troisieme mue, le second avant la quatrieme mue. 
Telle est la marche reguliere et constante de ce ph^nomene : elle parai- 
trait s'expliquer par Tabondance dansTair, k une certaine epoque» des 
germes de vibrions provenant des educations envahies par la flacherie. 

Sur les cristaux des tubes de Malpighi. 

Si Ton etudie les cristaux des tubes deMalpighi dans un lot de bons 
vers a divers ages» on decouvre bien vite que ces cristaux augmentent 
apres cbaque mue jusqu'a la mue suivante, pour disparaitre aussitot 
que le ver s'est depouille de sa peau : on les retrouve alors sous forme 
de poussiere a la surface de la peau nouvelle. Apr^s la quatrieme mue, 
ces cristaux augmentent encore j usque trois ou quatre jours apres la 
mue, puis diminuent lentemeni sans disparaitre k mesure qu*augmente 
la secretion de la soie. 

Or la flacherie suit a peu pres les mSmes phases : lorsque la cause 
contagionnante n'est pas tres-intense, la mortality dans.un lot qui doit 
mourir flat se montre au moment d'une mue, et frappe les vers en 
retard qui n'ont pu muer, ceux qui, par consequent, ont les tubes de 
Malpighi gonfles de cristaux. 

Apres la quatrieme mue, la flacherie retarde enormement la forma- 
tion de la soie et la montee; il y a arrSt dans les fonctions principales 
du ver, celles meme qui coincident avec la disparition des cristaux des 
tubes de Malpighi. On comprend done qu'il y aura arrdt dans le depart 
des cristaux, tandis que d'autres continueront a arriver : de la accumu- 
lation. II n'existe done qu'une simple coincidence que Ton retrouverait 
probablement dans beaucoup d'autres afiections, et qui n'a rien de ne- 
cessaire, entre Tabondance des cristaux des tubes de Malpighi et les 
vers atteints de flacherie que la maladie ratarde dans leur mue. La 
meilleure preuve que nous en puissions donner est celle-ci : on pent, 
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par piqure avec vibrions de vers et k ^5 degres, faire perir un ver par 
flacherie en douze heures: s'il est sorti de mue depuispeu de temps» 
il n'a alors qu'une quantite de cristaux insigDifiante; d'ailleurs, dans 
un lotde vers qui p4rit de la flacherie naturelle, on en trouve, lorsque 
la mortalite est intense, qui men rent au sorlir de la mue : ceux-I^ ne 
renferment presque pas de cristaux. 

Jusqu'ici, nous ne connaissons pas le moyen de faire varier a volonte 
la quantity des cristaux, et, en meme temps, I'^tat de maladie du ver. 

Au contraire, nousavons le moyen de propager k volonte le vibrion 
dans le ver a soie comme dans un terrain naturel, et il est demontre 
que, parallMement k ce developpement, apparait la maladie du ver. 

Que conclure de la, sinon que Tetude des cristaux n*a pour la fla- 
cherie qu'une importance secondaire, tandis que la relation de simul- 
tan^ite entre la flacherie et la presence du vibrion dans le ver malade a 
une importance capitate; qu*en un mot la theorie de la flacherie est 
fondee par les experiences de M. Pasteur. 

PariS) septembre 1871. 
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Dans les questions relatives a I'equilibre et au mouvement des corps 
pesants a la surface de la Terre, on raisonne ordinairement comme si 
cette surface etait immobile et que les actions de la pesanteur sur des 
molecules de masses egales fussent egales et paralleles entre elles : on 
admet aussi que la direction commune de ces actions reste constante 
relalivement aux objets terrestres reputes immobiles. Les resultats 
fondes sur ces suppositions, bien que suffisamment approches dans la 
plupart des cas, ne sont cependant pas absolnment rigoureux. En effet, 
a prendre les choses a la rigueur, la pesanteur, a un instant determine, 
varie d'intensite et de direction quand on passe d'un point a un point 
voisin ; en outre, les actions du Soleil et de la Lune sur un point de la 
surface de la Terre n'etant pas tout a fait egales et paralleles aux actions 
de ces astres sur le centre de notre globe, il en resulte, dans la gran- 
deur et la direction de la pesanteur en chaque point, des changements 
continuels qui sont rendus manifesles par le phenomene des marees. 
On se propose d'examiner ici comment ces diverses circonstances mo- 
diiient la theorie ordinaire de Tfequilibre et du mouvement des corps 
pesants. 
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On nomme poids d'une molecule materielle une force egale et con- 
traire a celle qui» appliquee k cette molecule supposee libre, la main- 
tiendrait dans la position qu'elle occupe relativement aux objets tor- 
restres : la direction de cette force est ce qu'on appelle la verticale. 
Comme on vient de le rappeler, la grandeur et la direction du poids 
dependent, pour une meme molecule, et de la position qu*elle occupe 
et de Tepoque que Ton considbre. Ainsi, quand on dit qu'une droite 
est verticale, il faut entendre qu'elle Test pour un de ses points; car, 
en general, elle ne le sera pas pour tout autre point pris sur sa direc- 
tion. II faut entendre egalement qu'elle est verticale pour une certaine 
epoque; car, a une autre epoque, la direction de la pesanteur au point 
considere ne sera plus la meme. 

Je cherche dans le present Memoire comment doivent etre moditiees 
les formules qui servent a determiner le mouvement d'un corps pesant 
lorsqu'on veut tenir compte de ces petites variations de la pesanteur; 
j'applique ensuite a quelques questions particuli^res les formules ainsi 
completees. 

J'en deduis, par exemple. Tangle que la direction d'un fil a plomb 
fait avec celle de la verticale du point de suspension : ce petit angle, 
qu'on pourrait chercher a determiner experimentalement par des 
moyens optiques, est lie k I'aplatissement de la Terre, et s'il etait pos- 
sible de le mesurer avec precision, on en conclurait Taplatissement 
par une observation faite en un seul lieu. 

Je cherche encore, a I'aide des memes formules, la figure d'un fil 
pesant suspendu par une de ses extremites, les lois de la chute d'un 
point pesant dans le vide, le mouvement d'un solide pesant assujetti a 
tourner autour de la verticale de son centre de gravite. Je trouve que, 
d.ans ce dernier cas, I'equilibre n'est pas indifferent et n'a lieu que dans 
deux ou quatre positions determinees, en sorte que le corps, ecarte 
d'une position d'equilibre stable, tendrait a y revenir par une suite 
d'oscillations tres-lentes. 

La plupart de ces consequences ne sent guere susceptibles d'une 
verification experimentale; mais I'analyse d'oii elles sont tirees pourra 
trouver son application dans quelques recherches delicates, et j'ai 
pense qu'il y aurait quelque utility a la d^velopper. 
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L — Expressions des composantes de V attraction terrcstre. 

Nommons jx la masse de la Terre, r/jx un Element de cette masse, 
u la distance de I'elemenl d^i a un point exlerieur M, f rattraction de 
Tunite de masse sur Tunite de masse a Tunite de distance : on sait que 
les composantes de Tattraetion terrestre sont les derivees partielles par 
rapport aux coordonnees du point M de Tintegrale 



=m 



etendue a la masse entiere du globe. 

Nous considererons la Terre comme formee d*un noyau solide recou- 
vert d'une couche liquide; nous supposerons que le noyau solide est 
forme de couches a peu prfes spheriques dans chacune desquelles la 
densite est constants et nous regarderons la surface libre de la couche 
liquide comme etant celle d'un ellipso'ide de revolution autour de I'axe 
de rotation du globe. Ces hypotheses admises, la theorie de Tattraction 
des spheroides montre que Tintegrale T reste la meme pour tons les 
points situ^s sur un meme parall^le. 

Soient C^, Cy7, C^ trois axes rectaugulaires passant par le centre de 
gravite C de la Terre, dont Tun C? coincide avec Taxe de rotation et 
soit dirige vers le pdle boreal, tandis que les deux autres tournent avec 
la Terre; nous supposerons ces derniers diriges de telle sorte que la 
rotation se fasse de C§ vers C>}. Si Ton nomme §, 13, ^ les coordonnees 
du point M par rapport a ces axes et qu'on fasse 



sjl' -f- yj» = p, 

T sera une fonction des seules variables p, ^, et nous pourrons ecrire 

T = 9(p,0. 

Pour la suite des calculs, il sera commode d'adopter d'autres axes de 
coordonnees Oo:, 0/, Oz ayant leur origine pres de la surface de la 
Terre dans le plan m^ridien ^C^; les axes Oo?, Oz seront situes dans 
ce meme plan; Taxe Oz, dirige vers I'interieur de la Terre, ira passer 

AnndUs de I' /.cole Normale, 3* Serie. Tome 1. 4 
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pres du centre dans une direction que nous prcciserons plus tard; 
I'axe Ox sera dirige ducote du nord; Taxe Oy sera parallele a Cvj ct do 
nieme sens, c'est-a-dire dirige vers I'cst. 

Si Ton nomme a et y les valeurs de ^ et de ? pour le point 0, si de 
plus on designe par X Tangle que 0^, prolonge vers le haut» fait 
avec C^, on aura les formules de transformation 

i = oc — xsin'k — z cosX, -n^zjr, 5 = y-4-a: cos> — z sin A. 

Le corps pesant dont nous nous occuperons sera toujours situe a une 
distance du point tres-petite comparativement aux dimensions de la 
Terre : x^ y, z seront alors des quantites tres-petites, que nous regar- 
derons comme du premier ordre, et, en negligeant les termes du troi- 
sieme ordre, nous aurons 

p = v/ $*-+-•/)' = y/|M-j^= 5-*- "^ =« — a: sin A — z cosX -I- — • 

II s*en suivra, au meme degre d*approximation et en nommant 6 la 
quantite (p{a, 7), 

1 = 6 — -J- (:csmA 4- -2C0SA) 4- T— (xcosX — z smX) n -j- J 

rfa ^ ' ay ^ ' 20L doL'' 

-f-^ •^-;(j;sinA 4- z cosiy -+- 7-7-7 (a?cosA — zsinA)' 

d^O 

(a?sin> -+• z cos>)(a:cosX — zsinX), 



rfarfy 



ce que nous pouvons ecrire 

T = — rto; -- &/ -f- jcj^ -+- \dx^ -4- exz -f- {fz\ 
en posant, pour abreger, 

rt = -r-sinA— -7-cosA, (; = -T-,sm'A-+- :7-;cos*a — 2 , , smXcosA, 
dot dy da* dy^ dady 

A de . de . . (d^e d^e\ . . , d^e , ,, . ,, , 

6 = gjCosA4.^sln), e = (^3r^-^JsmXcosX-^^(cos>X-sin^X), 

I de ^ d^e ,. rf*e , ,. rf«9 . . . 

6' = - :7-> f =:-j-;C0S'A -f- -T-: sin' A -I- 2 . , sin A cos A. 

a da '' da* dy* dady 
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Observons a present que les derivees de T, prises par rapport aux coor- 
donnees a?, j, z du point M, expriment les composantes de Tattraction 
terrestre sur une masse ^gale k Tnnite et situee en M : ces composantes 
ont done pour valeurs 

oil lesquantites negligees sont tres-petites du second ordre. 



JI. — Composantes des forces provenant des actions du Soleil 

et de la Lune. 

Nommons P Tattraction qu'exerce le Soleil a Tepoque t sur une unite 
de masse situee au point M, Po I'attraction exercee par le meme astre 
sur une unite de masse placee au centre de la Terre, Q la resultante de 
Ja force P et d'une force egale et contraire ^ Po- On sait que, pour tenir 
<^ompte de Taction du Soleil dans la recherche du mouvementdu point M 
par rapport aux objets terrestres, on doit considerer ce point comme 
soumis k la force Q. On aura pareillement egard a Taction de la Lune, 
en supposant le point M soumis k une force Q^ qui sera la resultante de 
I'attraction reelle de la Lune sur le point M, et d'une force egale et con- 
traire a I'attraction de cet astre sur le centre de la Terre. 

Ajoutons cependantque le Soleil et la Lune exercent, en outre, une 
action indirecte sur le point M par la deformation qu'ils occasionnent 
dans la surface des mers, et qui constitue le phenomene des marees. 
Cette deformation altere k chaque instant I'attraction moyenne de la 
Terre consideree dans le paragraphe precedent; en sorte que Tattrac- / 
tion reelle pent etre consideree comme la resultante de Tattractioh 
moyenne et d'une petite force Q". 

Les trois forces Q, Q', Q" peuvent 6tre composees en une seule R, qui 
sera trfes-petite en comparaison de la pesanteur, et qui variera avec le 
temps; mais nous pourrons negliger les variations qu'elle eprouve a 
une meme epoque ayec la position du point M, toujours suppose voisin 
de Torigine 0. Si done nous designons par les lettres H, I, K les com- 

4. 
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posantes de cette force RsuivantO^r, Oy, Oz, nous pourroDS regarder 
H, I, K comme ind^pendantes de x,y, z, et leur attribuer, au point Mt 
les valeurs qu'elles ont au point ('). 



III. — Composantes de la force effective. 

Pour appliquer le principe de d*Alembert au probleme du mouve- 
ment d'un corps pesant, nous avons besoin des composantes, paralleles 
aux axes des coordonn^es, de la force effective pour chaque point du 
corps, c'est-a-dire de la force qui donnerait a ce point suppose libre 
le mouvement qu'il a reellenient. Les axes C§, Cy? tournant uniforme- 
inent autour de C^, on sait qu'on a pour les composantes de la force 
effective suivant ces trois directions les expressions 

d'l dn ^y d'n di , d'l 

dt^ dt ^' do dt ^' dt^ 

oil la lettre o>) designe la vilesse de rotation de la Terre autour de son 
axe. 

En ajoutant les projections de ces composantes sur chacun des axes 
Ox, Oy, Oz, on aura les composantes parallMes a ces derniers axes de 
la force eflective, savoir : 

d'ri ^ dl 

(d'l dn A . rf^? . , 



(*) Si I'on ne voulait pas regarder la 6gure moyenne du spb^roide terrestre comme 6tant 

cxactement de revolution, il faudrait encore, aux composantes -j-j -^7 -^ de rattraction 

terrestre calculi dans Thypoth^ du sph^roide de revolution, ajouter ceiles dune trds- 
petite force; on pourrait alors supposer ces petites composantes comprises dans H, I, K. 
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ou bien, en substituant pour §, in, ? leurs valeurs en x, y, z, 

-7— -f- ?.&)Sin% -^ -4- a)'sinX.a — w'sin'X.ar — w'sinXrosA.3, 

d^r . ^ dx ^ dz 

-^ — ^MSinA ^ - t2wcosA ^ — «y, 

d^ z dv 

-rr -+- awcosX :t7 4- aw' cos >. a — w'sinXcosA.x — oo'cos^X.z. 
a/^ at 



IV. — Equations du moiwement (Van corps pes ant. 

Considerons un corps soumis aux actions de la Terre, du Soleil et de 
la Lune, et dont chaque molecule peut etre sollicit^e en outre par une 
force donnee <>, dont les composantes dirigees suivant Ore, Oy, Oz et 
rapportees k I'unite de masse seront appelees A, B, C. Si k ces compo- 
santes on ajoute celles de {'attraction terrestre (paragraphe I), celles 
de la force R (paragraphe II) et enfin les composantes prises avec des 
signes contraires de la force effective (paragraphe III), on obtiendra 
les composantes X, Y, Z de ce qu'on nomme la force perdue pour le 
point M du corps et pour I'unite de masse. 

On trouvera ainsi 

X = A -f-H— a — &)'sInX.a-i-(d-i-w»sin»X)j: 

dy* d^ X 

-f-(e -+- ci>'sinXcosX)2 — 2(k)sinX -77 ^7-^ 

^ ' dt dl' 

,r »* » / •% . ^ dx ., dz d^r 

Y = B-+- I H-(c-+-w*)7 4-2wsmX -^ -+-2cosX -y- — -^^ 

Z =C-+-K — 6 — a>*cosX.a-+- (e -f- w'sinXcosX)^ 

u V* u ' Z 

-t-(/-4- W'C0S'X)« — 2(k)C0sX jj — -TT^' 

Si done on nomme m la masse de la molecule situee en M» requilibre 
qui, d'aprfes le principe de d'Alembert, doit avoir lieu a chaque instant 
entre les forces, perdues, pourra ^tre exprime par I'equation des vitesses 
virtuelles 

\m(\dx-^Y8x-Z8z)z=zo, 
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et pour deduire de la les equations diflerentielles du mouvement, ii 
suflira, dans chaque question particuH^re, d'exprimer les variations 
8x, dy, ^z au moyen de quantites ind^pendantes. 

Nous simplifierons les expressions de X» Y» Z en supposant que ia 
direction de Taxe Oz soit celle de la pesanteur moyenne au point 0, 
c'est-a-dire de la pesanteur qui aurait lieu en ce point, si les forces 
H, I, K provenant des actions du Soleil et de la Lune cessaient d'exis- 
ter. En effet, nommons g Fintensite de cette pesanteur moyenne, c'est- 
a-dire le poids qu'aurait en Tunite de masse dans Thypothese qu'on 
vient de formuler; les equations X = o, Y=;:o, Z = o devront etre 
veriBees si Ton y suppose Xf y^ z constamment nuUes et qu'on y fasse 
en outre 

A = o, B = p, C = — gf H = o, 1 = 0, K = o. 
U suit de Ik 

a 4-a)'sinX.a = o, g-h b 4- M'cosX.a = o, 

et, par consequent, les valeurs de X, Y» Z pour un point queiconqu9 
M se reduisent aux suivantes : 

X = A-f- H4-D«-*-Ez — awsinJl 4: -^y 

at atf 

•^ dt dt dt? 

Z = gr 4- C -♦- K -+- Ear -f- Fz — aw cosA -£ — -t-^i 

oil Ton a fait pour abr^ger 

Nous dirons que Taxe O2, ainsi d^fini, est la verticale moyenne du 
point 0, et que Tangle X est la latitude moyenne ou simplement la lati- 
tude du meme point. 

Nommons F la pesanteur vraic au point M, k T^poque t, et U, V, W 
ses trois composantes. Pour maintenir en ^quilibre, au point M, une 
moUcule enti^rement libre de masse 6gale k i, il suffirait de lui appli- 
quer une force egale et contraire k T : les equations X = o, Y = o, 
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Z = o doivent done etre verifiees quand on y suppose constantes ies 
coordonnees a?, y, z et qu'on y remplace 4. B» f^ p^r — U, — V, 
— W. On en conclut 

U = H-hDa:^-Ez, ¥ = 1-4-67, W = ^ -+- K -f E^ 4- Fz. 



V. — Ccdcul numeriqiie des coefficients D, E, F, G. 

Nommons r la distance du centre C de la Terre ^ un point quelcon- 
que M, et v Tangle de la droite CM avec I'axe de rotation C^. Desi- 
gnons en outre par rs Taplatissement de la surface de la mer que nous 
supposons elliptique et de revolution; Tequalion de cette surface 
pourra, si Ton neglige le carre de w, etre ecrite 

r = R[i -*- Gy( 7 — cos' c)], 

R etant une constante. De la et des hypotheses admises dans le para- 
graphe I sur la constitution du spheroide terrestre il suit que Tinte- 

grale T = / — > pour un point exterieur M, est donnee par la forinule 



= ^ 



(.-|)f^R>i 



-T— cos^v 



oil 9 designe le rapport de la force centrifuge a Tattraction a Tequa- 
teur. {\o\T MA^anique celeste 9 Livre III, n*^ 35.) Dans la deuxieme partie 

du second membre, on pent, k cause de la petitesse du facteur ^ ~ ^> 

prendre «*R pour la force centrifuge a I'equateur et ^ pour Tatlrac- 
tion au mSme lieu. II en resulte 

» = !>-' ^^»' = — ' 
et par consequent 

T-T-COS-'t' 



r \9 2/ r^ 
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Si done on observe qu'on a 



? 



et que Ton fasse 
on aura 

La quantile designee par G dans le paragrapbe I se d6duit de T, en y 
rempla^ant p par a et ^ par 7; on trouve ainsi 

On deduit de Ik 

do fua ^ /i»R*a(4y»— «») 

* (pc^-f-y')' (a»-4-y*)' 

rfe _ f |my /i'R*y(3a^— 2y») 

^ (a»-f-y»f (a»H-y»)' 

rf'e_ fjUL(2g'— y') n'R*(4g^— 27g»y»-4-8y^) 

rf'O _ fjUL(2y^ — g«) ^ /t'R*(3g< — a4g»y»+8y * ) 

'^ (a»-+-y*)' (a»-+-y»)' 

rf^e _ SffjL gy 5n»R*gy(3g'— 4y') 

Soient S la distance du point Q au centre C de la Terre et v Tangle que 

le rayon CO fait avec Taxe C§ ou avec le plan de Tequateur, de sorte 

qu'on ait 

a = dcosu, yi=dsinu: 

mettons ces valeurs de a et de 7 dans les formules precedentes et ob- 
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servons que dans les termes multiplies par n^ on peut remplacer le 
rapportypar Tunite; il viendra 

-T- = — -^ cosy— n*3cosy(cos'u — 4sin'u), 
T- = — -^ sinu — n'dsini;(3cos'y — asin'u), 

^-^ = ~ (2C0S'u — sin'u) 4- n*(4cos*Li— a7sin*ucos'u -4- 4sin*y), 

rf>9 fa * r> 

-T-; = — - -^(cos'y — 2sin'y)— /i'(3cos*y — i4sin'ycos»y -4-8sin*y), 

. , = -57- sinycosy -t- 5n'sinycosy(3cos^y — sin*y). 
aady o» 

Avant de substituer ces derivees partielles dans les expressions de a, 
h^ c, d, e,J, il convient d*y introduire a la place de Tangle u la latitude 
X du point 0, dont la difference avec v est de Tordre de Taplatissement 
de la Terre. Pour evaluer cette difKrence, nous observerons que la sur- 
face de niveau moyen qui passe au point coupe le plan C§^ suivant 
une courbe meridienne dont Tequation est 



O-h -&)*«'= const. 

2 



dS 



Le rapport -tt — ^ — exprime done la tangente de Tangle que fait avec 

•T- 4-w'a 
da 

Taxe C^ la normale en a la surface de niveau, c'est-a-dire la tan- 
gente de la latitude du point 0, et Ton a Tequation 

de 

d^^ =tang^, 
doL 



a)'a 



ou bien 



rf9 ^ de . ^ ,» . -v 

-7- cos A — -r- sinA — w'tf cosy sinA = o. 
ay doL 



Annates ^ VEcole Normale, 3" Serie. Tome k 



.t/4 ^£ L*EQUIL1BRE 

Hriu)'lacoKKs -,- ^ U~ par les valeurs trouv6es tout a Theure, et obser- 

vous (|ue. dans les termes multiplies par a>* ou par n}, il est permis 
iiWrur X au Vwu do v ; il viendra 

-^ slnil^ y) = (2n'-+- w')dsinXcosX, 

i^ roinuit^ on peut confondre le petit arc X—v avec son sinus, on tire 
d(* lit 

P > — u) = (2n* -f- oiMoslnAcosA, y= / sin/ cos X. 

Kn Hulmliluant cette valeur de v dans les dertv^es partielles de 6 et 
nr(tligoant le carr6 de X — i^, nous trouverons 

- ^rosX — (an'-i-&)»)isin*XcosX — n'3cosX(cos'X — 4sin'X), 

- 47HlnX4-(2«*-f-w»)3slnXcos'X — nMslnX(3cos*X--2sin*X), 

:. !j^(acos'X— sln»X)4-6(an'H-&)')sin'Xcos*X4-n»(4cos*X— 27sin'Xcos'X-h4sin*X), 

--^;(ros»X~asln»X)— 6(2n'-4-;w»)sin'Xcos»X~n»(3cos*X~24sin'Xcos'X+8sin*X 

Ik f 

*- -- slnXcosX— 3(2n'4-6i>*)sinXcosX(t;os*X— sin*X)-h5/i*sinXcosX(3cos'X— 4sin'X). 

A Taido de ces formules et des expressions de a, 6» d, e,/, donnees 

dans le premier paragraphs nous formerons les valeurs suivantes de 

roH (jnantites : 

rt = — a>'dsinXcosX, 

/> =— -^— n'3(cos'X— 2sin*X), 

<):=-' ^ — n»(3cos*X — 4sin»X), 

f/ = ( 3 w' — 2 /I' ) si n X cos X , 

'* f u 
/'= '"^ +-4'*'(cos*X — 2sin'X). 
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Reprenant ensuite la valeur de j- sous la forme 

da" i "^ -i ' 

nous en conclurons 



_ I rfe __ f/x w^R*«(4y^— g^) 

C — — , — Y "^ 7 ' 



ou bien 

c = — •^— n'(cos*X— 4sin'X). 

Nous avons trouv6 ci-dessus 

6 4- tk)' cos X . a H- gf = o ; 

mettons pour 6 la valeur que nous venons d'obtenir et observons que 
dans le terme co'cosX.a il est permis de remplacer a par 9cosX, il 
nous viendra 

— ■— — n'd(cos'A — 2sin»X) -+- &)*(Jcos»X-t- g = o, 



d'oii 



-^ = -^ -4- &>» cos* X — »' ( COS* X — 2sln»X). 



Substituons pour -^ cette valeur, et les expressions precedentes de c, 



d 
d, e,/ deviendront 



c = — ^ — w'cos*^ -f- 2/1* sin* X, 

d = — ^ — (w'-t- 2/i*)cos*A H- 2n*sin*X, 

e = (3w*— 2n*)sin% cosXy 

f=^ -f-2(»* + /i*)cos*X~4n*sin*X, 



5. 
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fonnules d*oii Ton conclut enfin celles-ci 

D = — | — (»«-h2n»)(cos»X — sin^X), 

E=:2(2&)*— /i')sinXcosXy 

F== ^ -4- (3o)' 4- 2ii») cos'X — 4 w'sin' >., 

G = — |-f-(a)'-+-2w*)sin»>. 

On se rappcllera que, dans ces seconds membres, les nombres n^ et ro' 

>i>nt petits par rapport si f et que leurs rapports h cette fraction sont 

>r l*ordre de Taplatissement de la Terre : quant aux quantites negli- 

^[•i>. leurs rapports a ^ sont de Tordre du carr6 de Taplatissement. 

Lorsqu'on voudra r^duire ces formules en nombres, on devra y 

^1 l\$titucr les valours de | et de X qui se rapportent au point particu- 

iiM pris dans le voisinage du corps dont on s'occupe : quant aux 
iif.mbres w' et nr, nous pouvons les calculer une fois pour toutes. 
r ■t.Kml, « expriinant la vitesse de rotation de la rotation de la Terre, 
^ ni^us prenons la secondc pour unite do temps, nous aurons 

(i)^= o,oooooooo53i8. 

V(i\v n\cn\cv n\ dans la formule 

\? a/ 

i-enipUcerons w* par la valour qu'on vient de trouver, 9 par le 

_Kn^ _J . et rs par le nombre — ? qui parait etre la valeur la 

nomnre ^^^ ^ v 299 ^ * 

I K probable de Taplatissement; nous obtiendrons ainsi 

7?' =: O ,000 000 002 489. 

Ouanl au calcul numerique des quantttes H, I, K, nous ne le deve- 
itffonspas ici; il serait inutile pour ce qui va suivre. On s'assurera 
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aisement que les rapports a la pesanteur g des parties de H, I, K qui 
proviennent des actions du Soleil et de la Lune sont toujours inferieurs 
a la fraction 0,0000002. * 

Je vais niaintenant appliquer I'analyse precedenle a quelques ques- 
tions particuliferes. 

VI. — De V angle que fait un fil a plomb auec la verticale 

dii point de suspension. 

J*entends ici par fil k plomb un fil dont la masse soit negligeable par 
rapport a celle du poids qu*il supporte; il est clair qu^il se dirige sui- 
vant la verticale de son extremite inferieure, et non pas suivant celle 
de son extremite superieure. Nous nous proposons de trouver Tangle 
de ces deux verticales. 

PlaQons Torigine de nos axes au point de suspension, et appelons 
X, y, z les coordonn6es de Textremite inferieure du fil. Les compo- 
santes de la pesanteur vraie en ce dernier point seront (§ IV) 

mais la direction de cette force doit se confondre avec celle du fil ; il 
faut done que les composantes U» V, W soient proportionnelles a 
X, y^ Zj c'est-k-dire qu'on ait 

Hu-Dx-^Ez _ I-f-Gr _ g -4- K -f Ea: -I- Fz 

ou encore 

(H-+-D.r-f-Ez)z = (gr-*-K-f-Ej:-4-Fz)a:, (I-4-G7)z=(g"-f-K-f-Ej:-+-F«)j. 

Les quantitesorety peuventStre regardees, ainsi que H, I, K, D, E, 
F, G, comme tr^s-petites du premier ordre : negligeons dans les deux 
equations precedentes les termes d*un ordre superieur au premier, elles 
deviendront 

Hz -t-E2» = ffJ:, \Zz=zgy, 

d'oii 

Hz-f-Ez' \z 

X ■=. ) r= — 

S ^ S 
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xMais z ne ditFere pas sensiblement de la longueur / du fil; on peut 

done eerire 

H/4-E/' 1/ 

Prenons, a la meme epoque, une longueur egale a / sur la vertieale 
vraie du point 0, et nommons x\ y\ z' les coordonnces de Textre- 
mitd : les composantes de la pesanteur vraie en etant H» I» ^ + K, 
on aura sensiblement 





X = > 


r = — » 


ou, si Ton veut, 


s 


, 11 

y = — • 


11 en resulte 







E/* /» /* 

X — x'= — =:a(2o>* — nM- sinXcosX = (2&)'— /i') - sins A, 

S g g 

on voit par la que le fil \ plomb s'ecarte de la vertieale vraie du point 
de suspension du cote du nord si la latitude est positive » et du cote 
du sud si elle est negative, c'est-k-dire toujours du cote oppose a 

Tequateur. L*angle de ces deux lignes est ^ peu prfes — ^ — ou 

(2(0^— /I'j -sin2X; il est independant du temps; ainsi, bien que la 

direction du fil k plomb et celle de la vertieale vraie du point de sus- 
pension varient sans cesse avec le temps. Tangle de ces deux droites 
ne change pas. L'equation y — y' = o montre de plus que leur plan nc 
cesse point de passer par la meridienne du point de suspension. 

Concevons qu'une lunette munie d*un reticule soit point^e sur un 
bain de mercure situe au-dessous d'elle, de maniere que les images des 
fils du reticule vus par reflexion sur le metal coincident avec les fils vus 
directcment, la direction de la lunette sera celle de la vertieale vraie au 
point de la surface du bain ou s'op^re la reflexion des rayons lumineux. 
Si done on pointe successivemcnt la lunette sur deux bains de mercure 
situes, Tun tout pres de la lunette, et Tautre k une distance /au-des- 
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SOUS du premier, I'angle dont la lunette aura tpurne en passant d*une 
position a I'autre sera celui dont nous venons d'obtenir Texpression. 
Si cet angle pouvait etre mesure avec precision , on aurait la un 
inoyen de determiner Taplatissement de la Terre par une observation 
faite en un seul lieu. En effel, soit /3 Tangle mesure; de Tequation 



(2w'-~ n*)- sin2A= 3» 



g 



on tirerait 



ou = 2 ^* 



w' 92 or /sin 2 >. 

et par consequent 



JS5 



_/5 §(3 \ 

"" \2 w*/sin2X/*' 



formule ou tout serait connu dans le second membre. Mais la petitesse 
de Tangle /3 (a Paris, pour /=ioo™, il s'eleverait a peine a o",oi7) ne 
permettrait sans doute pas de le mesurer avec une exactitude suffisante 
pour cet objet. 

VII. — De la forme dCuii jiL pesant homo gene suspend ti 

par une de ses extremites. 

Si les actions de la pesauteur sur les differenls points d'un iil etaient 
rigoureusement paralleles a une direction constante, et que le poids 
de Tunite de masse cut partout la meme valeur g, ce fil, suspendu par 
une de ses extremites, prendrait la forme d'une ligne droite, et se pla- 
cerait dans la direction meme de la pesanteur : de plus, la tension en 
chaque point serait egale au produit de la constante g par la masse de 
la portion de fil situee au-dessous de ce point. A la rigueur, il n'en est 
pas ainsi, et les expressions trouvees ci-dessus pour les composantes 
U, V, W de la pesanteur permettent de determiner la forme d'equilibre 
du fil a un instant quelconque ainsi que la tension en chacun de ses 
points; c'est ce que nous allons faire, en supposant, pour simplifier, 
le fil homogene. 

Plagons Torigine au point de suspension, et nommons T la tension 
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au point (^»y» z), s I'arc qui se termine au meme point, e la masse de 
I'unite de longueur du fil : nous aurons pour Tequilibre les equations 
connues 

ou bien, en mettant pour U> V, W leurs valours, 

rf(T^We(H-f.D^-+-Ez)A = o, 
d{T^^^e{l^Gr)ds=zo, 

Observons a present que si Ton negligeait les termes multiplies par 
H, I, K, D, E, F, G, on retomberait sur les equations qui conviennent 
au cas d*une pesanteur constante et parallele k Oz : dans ce cas, le fil 
se dirigerait suivant Oz, et Ton aurait 

^ = 0, r=Oy T = €gr(/ — z), 

/ designant la longueur du fil. Si done on a 6gard aux variations de la 
pesanteur, et qu'on fasse 

les fonctions de z designees par Xf y etO seront, ainsi que leurs deri- 
vees, trbs-petites et de Tordre de H, I, K, D, E, F, G : en n^gligeant les 
Carres de ces quantites, on aura d'abord 

ds = dZf s = z; 

ensuite, dans la premiere Equation d'equilibre, on pourra n^gliger Dx 
et remplacer T par ^g{l — z); elle deviendra 

gdUl- X) ^1 + (H + Ea) rfz = o. 
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m 

On trouve, en integrant, 



dx 



2^(/— z)-7--+-2Hz -|-E2'= A", 



A designant unc constante arbitraire. 

Pour determiner cette constante, observons qu'a I'extremite inferieure 

du fil, on a z = /, et que -r- n'est pas infini : faisant z = l dans Tequa- 

tion integree, il viendra 

A- = 2H/-t-E/'; 

substituons cette valeur de k et divisons par I— z; nous retrouverons 

d'oii> en integrant de nouveau et observant que x ei z s'annulent en 

meme temps, 

2H-f-E/ E 

Dans la deuxifeme equation d'equilibre, nous negligerons pareille- 
ment Gj, et nous remplacerons encore T par ^g{l — z); elle nous 
donnera 

firrf[(/-^)^]4-Ic/z = o, 

d'oii, en integrant, 

g{l-z)^^lz = /f\ 

Faisant, comme tout a I'heure, z = /, nous trouverons A:'= 17, et, par 
suite, 

une nouvelle integration nous conduira h Inequation 

I 

r= — z. 

^ g 

Cette derni^re equation nous montre que le fil, pour etre en equi- 
libre, doit etre situe dans un plan passant par la meridienne Ox du 

AnnaUi dt Vt.cole Nor male, a* Serie. Tome I. 6 
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point et faisant Tangle tr^s-petit - avec le plan m^ridien Oxz de ce 

point; cet angle est d'ailleurs variable avec le temps pour un meme 
point 0, mais independant de la nature et de la longueur du til. A cause 

de la petitesse de Tangle —9 la forme du fil ne diflere pas sensible- 

ment de celle de sa projection sur le plan meridien Oxz, projection 
qui est representee par Tequation trouvee ci-dessus 

2H + E/ E , 

Nous voyons par la que le til affecte la forme d'un arc de parabole : les 
diametres de cette parabole sont paralleles a la meridienne Ox du point 
de suspension, la convexite de la courbe est tournee vers Tequateur, et 

le paramfetre ^ est independant du temps et aussi de la longueur et de 

la nature du fil. Ainsi, en un meme lieu, les courbes formees par des 
fits homogenes de diverses longueurs, suspendus librement, sont au- 
tant d'arcs d'une meme parabole. 

Cest a une latitude d'environ 4S degres que le parametre ^ a sa va- 
lour minimum, environ 760 rayons de Tequateur terrestre; a Tequa- 
teur et au pole, il devient infini, c'est-a-dire que le til se tend en ligne 
droite. 

Pour avoir la tension en chaque point, nous aurons recours k la troi- 
siiMUC equation d'equilibre, oil nous negligerons Eo?, et ou nous rem- 
placerons ds par dz, T par eg{l— 2) -h 5 ; elle deviendra 

rf9-4-e(K-*-Fz)rf2=o, 
d*ou, en observant que 6 doit se reduire k zero pour z =1, 

e = 6[K-f-iF(/4-2)](/-z), 

et par suite 
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VIIL — De la chute dans le vide d' un point pesant abandonn^ 

a hii-meme sans vitesse initiate. 

Pour obtenir les equations du mouvement de ce point, il faut egaler 
a zero les valeurs de X, Y, Z donnees dans le paragraphe IV, apres y 
avoir supprime les termes A, B, C. On trouve ainsi 

--nr-+-2a)SinA-j7 — Dx — Ez — H = o, 
aP at 

dW , ^ dx ^dz ^ , 

-7^ — aw sin/ -jj — 2&)C0sA-T- — Q/ — I = o, 

^— 4-2&)C0SA-^ ^Ex — Fz — gr— K = o, 

et si Ton suppose que le point de depart du mobile ait ete pris pour 
origine, il faudraintegrer ces equations de fagon que, pour/ = o, on ait 

dx dr dz 

X = 0, r = 0, Z=:0, -^=0, ^=0, ^=0. 

Nous y considererons oi comme une petite quantite du premier ordre, 
et D, E, F, G, H, L K comme de petites quantites du second ordre, qu'il 
nous sera permis de regarder comme contenant le facteur o^. Nous ne- 
gligerons d'ailleurs les changements qu'^prouvent H, 1, K pendant la 
duree de la cbute, et nous les traiterons comme des constantes. 

D'apres ce qui vient d'etre dit, nous pouvons supposer les valeurs 
de x^ J, z developpees suivant les puissances de a> et faire 

X — — X^ ~T" X\ "T^ X^ ■"!" • • • , 

2 = 2« -f- Z, -f- Zj H- . . . , 

^of ^o» ^0 6tant independantes de co, tandis que ^i, V|, z, contiendront 
le facteur ca, ^2, j^, z, le facteur (a^, etc. Les equations du mouvement 

6. 
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se decomposent alors dans les suivantes : 



dv 



= 0, 



(■) (^=°. 



rf'z, 

d^jCi , . rfn 

— p- -f- 20) sin/ -nr = 



/ % ] rf Ti . -J dx^ . rfz« 

la/' dt dt 

d^Zi ^ rfn 

dt dt 

-j^ -f- 20) sinX -^ — Dx. — Ez. — H = o, 
ar at 

fo\ I ^*T> . -i ^^i -^ dzt ^ , 

(3) { -7^ 20)SinA -^- 20)C0SA -^ — Gja — 1=0, 

-TT- H- 20)COSX ^ — -EaTo— Fz. — K = o. 
dt^ dt 

Des equations (i) on conclut, en ayant egard aux conditions initiates, 

^0 = 0, Jo = O, Zo = \gt\ 

Les equations (2) deviennent par suite 

d^Xi dWi . ^ d^zi 

.^=0, -^-2o)CosX.ff/ = o, -^ = 0, 

et nous donnent 

Xi = o, j^i =|o> cosX.g"/S z,=o. 

Alors les equations (3) se reduisent aux suivantes : 

^ _ (IE — o)» sin 2 X) ^/» - H = o, 

^-1 = 
dt' * ^' 

^ - ( i F - 2 o)> cos' X ) gr - K = o. 
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d'oii, en integrant, 

On a done 

D'apres cela, les valeurs de a? et de^ en fonction de z sent, aux quan- 
tites prbs du troisieme ordre, 

Mais, pour Textremite d*un fil a plomb de longueur z suspendu au 
point de depart 0, on aurait (paragraphe VI) 

, Hz-4-Ez» ^ Ij 

x'= 9 r= — •, 

g g 

la deviation du point pesant par rapport au fil a plomb est done, dans 
la direction Ox, 

:r — j/= — (jE -|-|w» sinaX) — = — (20)' — |n») sinaA, 

g 

et, dans la direction Oj, 

, 2 0) cos A , A I 

La valeur de a? — a?', negative dans Themisphere boreal et positive 
dans rhemisphere austral, indique une deviation dans le sens du me- 
ridien et du cdte de I'equateur; mais elle est a peine sensible, meme 
pour les plus grandes hauteurs de chute qu*on puisse chercher a rea- 
liser. Quant a la valeur de j— 7', elle reproduit Texpression connue 
de la deviation vers Test, laquelle croit comme la racine carree du cube 
de la hauteur de la chute. 

Sil'on voulait avoir egard a la resistance de Tair, il faudrait intro- 
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duire dans les trois equations du mouvement les composantes de la re- 
sistance de ce fluide; Tintegration pourrait se faire par la methode qui 
vient d'etre expliquee; maisnous ne developperons pas la solution qu'il 
serait peut-etre dif&cile de traduire en nombres, fautede donnees assez 
precises sur la resistance des fluides au mouvement des corps solides. 



IX. — Du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe 
passant par son centre de gravite et coincidant avec la verticale 
moyenne dc ce point. 

Quand on regarde la pesanteur comme constante en grandeur et en 
direction dans toute T^tendue d'un corps solide, il est evident que, si 
ce corps ne pent que tourner autour d'un axe passant par son centre de 
gravite, il sera en equilibre dans toutes les positions. Mais cette pro- 
position cesse d'etre rigoureuse quand on a egard, comme nous le fai- 
sons ici, aux petites variations qu'eprouve la pesanteur lorsqu'on 
passe d'un point a un point voisin. Les formules etablies ci-dessus per- 
mettent de trouver, dans ce cas, le mouvement du corps et ses positions 
d'equilibre. C'est ce que nous allons faire en supposantque I'axe fixe 
coincide avec la verticale du centre de gravite. 

Prenons pour I'origine le centre de gravite du solide; I'axe Oz se 
confondra avec I'axe fixe, et la condition de I'equilibre des forces per- 
dues sera exprim^e par I'equation 

2m(j:Y— jX) = o. 

On a, d'apres le paragraphe IV, 

X = H4-D^.hEz-ji«sinl^-^, 

-, , ^ , ^ dx ^ dz d^r 

Y = 1 4-Gj>^-ha«smA-T- -4- aw cos/ t- —tt^' 

il en r^sulte 

2m(xY— /X)= IZm^— H2m^-*- (G — D)2/ii«7— E2/n/z 

. . -, xdx-\-rdr ^ ^ dz ^ xd^r^rd^x 
-h2a)SmA.2m , "^ *^ -hawcosA.2mx-j- -— 2m ■^-jr-f • 
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MaiSy par les propri^tes du centre de gravite, les sommes Imx^ Imy 
sont nulles; dc plus, pour chaque point du corps, z et x^ +/^ sont des 
constantes, et les differentielles dz, xdx-\-ydy sont nulles. L'equation 
im{xY — jX) = o se r^duit done ^ celle-ci 

2m ^ -^7^*^ ^ — (G — D)2m^-hE2m72=:o. 

Imaginons, dans le plan des ary^ deux axes rectangulaires Oa^'f Oy' 
emportes avec le corps dans son mouvement, et soient x\y' les coor- 
donn^es rapportees a ces axes de la projection du point M sur le plan 
des xy; on aura 

j;=:^'cos4; — /'sinijy, / = jr'sinij; H-r' cosvj;, 

en designant par ^ Tangle variable x'Ox. Les quantites a/, y' etant in- 
dependantes du temps, Tequation precedente deviendra, par cette sub- 
stitution, 

rf'6 

-^2m(^«4-7'»)— (G — D)[sin + cosi|;.2m(j;'» — j'»)-4-cos^^.2m:r'7'] 

-4- E(sinv|;. 2m^z,H- cos^.lmy'z)^=o. 

On pent cboisir les axes 0^, Oy' dans le corps, de maniere k rendre 
nuUe la somme Imx'y^ et si Ton pose, pour abreger, 

(G — D)2m(:g^^— j^») _ Elmx'z 1,1 my' z _ 

on aura pour Tequation du mouvement 

-i~ — asinvl/cosvp -i-psini|; -f- y cos^J^ = o. 

On en conclut d'abord que le corps ne sera en equilibre que dans les 
positions correspondantes aux valeurs de (|^ determinees par l'equation 

asin^'cos^' — (Jsinvp — y cosi|;=:o. 
Les rapports des nombres a, j3, 7 dependent de la constitution du solide 
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et peuvent etre quelconques : on reconnaitra sans peine que, suivant les 
eas, il y aura, entre les limites o et 27r, soit deux, soit quatre valeurs 
de ^ satisfaisant a la condition precedente. Le solide aura done ou deux 
ou quatre positions d'equilibre, et il est ais^ de voir que, si les valeurs 
de ^ sont rangees par ordre de grandeur, les positions d'equilibre cor- 
respondantes seront alternativement stables el instables. 

Par example, si Ton suppose nulles les sommes Ima/z, Imy'z, ce 
qui arrive lorsque le plan Oxy est un plan de symetrie du corps, Tequa- 
tion du mouvement se reduit a 

-T^ — asin^' cos^ = o, 

et Ton voit qu'il y a quatre positions d'equilibre repondant aux valeurs 

o, -1 71, — ^ de Tangle i/. Le signe dea est celui de lm{x'^ "~ j'*)5 car 

le facteur G — D = (w^ -h 2/i^) cos^X est essentiellement positif : admet- 
tons que ce signe soit le signe -h . L'integration de Teq^uation precedente 

nous donne 



f^j =asin*tj^ H-consl. ; 



on voit que la force vive du solide est un minimum pour ^{^ = o et pour 

ij; = ;r, tandis qu'elle est un maximum pour ij; = - et pour ^ = -^\ ces 

deux dernieres valeurs repondent done aux positions d'equilibre stable. 
Le corps etant suppose infiniment peu ecarte de Tune de ces positions, 
il tendrait a y revenir en executant des oscillations dont la duree serait 



^ cosi V2;m(:r'»— 7") w*-h2n»' 

cette duree serait, comme on voit, au moms egale a , et par 

consequent surpasserait 8 heures. 

Je ne m'arreterai pas davantage a poursuivre ces consequences de nos 
formules; la resistance de I'air, les frottements et le defaut de rigidile 
des corps n'en permettraient pas la verification experimentale. 
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Rappeloiis, en icrminant ce Memoire, que toute notre analyse est fondee 

sur Texpression de Tinlegrale T = / — ^ pour un point exterieur au 

spbero'ide terresire (paragraphe V) ; nos formules se rapportent done a 
Tequilibre ou au mouvement d'un corps place au-dessus de la surface 
de la Terre, et il ne faudrait pas les appliquer sans modifications au 
cas oil le corps se trouverait a une certaine profondeur au-dessous 
du sol. 
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SIDMOSTAT DE L FOICAILT, 

Par M. C. WOLF, 

ASTRONOHE DE L^OBSERVATOIRE DE PARIS. 



Le principe geometrique du sid^rostat est le meme que celui du 
grand heliostat de L. Foucault. Soient OP {fig. i) l*axe du monde, M le 
centre fixe du miroir mobile, et ML la direction constante dans laquelle 



Fig. I. 




doit etre refl^chi le rayon lumineux. Le rayon incident SM prendra, 
apres la reflexion » cette direction ML» si la normale au miroir MN divise 
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Tangle SML en deux parties egales. Cette coDdition sera remplie si, an 
point oil I'axe OP est rencontre par la direction LM prolongee, on 
flxc un bras OF de longueur egale a OM, et qu^on articule en F une 
qneue MF fix6e normalement au centre du miroir. Quelque position 
que prennedans I'espace le triangle isoscele MOF, tout rayon parallele 
au bras OF sera reflechi suivant la direction OM. En particulier, si 
Taxe OP tourne sur lui-meme en un jour sideral et entraine le bras OF, 
le miroir renverra constaniment dans la direction ML les rayons d'un 
astro dont la distance polaire serait SOP. 

La loi generale du mouvement de la tige directrice MF du miroir, 
lorsque le bras OF prend toutes les positions possibles autour du 
point 0, est susceptible d'une expression simple et elegante, qui nous 
sera souvent utile. On remarquera que le point F decrit autour de 
une sphere qui vient passer par M; si done on mene le plan diametral 
de cette sphere perpendiculaire au rayon reflechi OM, le lieu des 
points oil ce plan sera perce par la tige directrice sera h projection 
stdreographique sur ce plan du lieu des points F. Comme Tensemble des 
positions de F peut etre represenlc par les meridiens et les paralleles 
qu'il parcoort sur la sphere, de meme la course de la tige directrice 
peut etre representee sur le plan pris comme tableau par le canevas 
d'une carte du ciel projetee stereographiquement sur ce plan. II faut 
remarquer seulement que la ligne OF etant sur le prolongement du 
rayon incident, le point F est le point symetrique de Tetoile sur la 
sphere par rapport au centre; de sorte que Tetoile etant d^terminee 
par sa distance polaire P et par Tangle horaire H du cercle de decli- 
naison oil elle se trouve, les coordonnces du point F sont i8o**— P et 
180** — H. Lorsque les rayons de cette etoile sont reflechis par le miroir 
dans la direction OM, la tige directrice passe par le point du canevas 
stereographique dont les coordonneessont iSo** — Pet i8o"--H. Nous 
ferons un frequent usage de ce theoreme. 

Le siderostat a ete construit dans les conditions de la figure prece- 
dents c'est-a-dire qu'il reflechit les rayons dans le plan du meridien, 
du nord vers Ic sud, et dans une direction tres-peu differente de Tho- 
rizontale. Dans ces conditions, a Taide d'une lunette fixe, pointee sui- 
vant LM sur le centre du miroir, Tobservateur peut voir successivcment 
tons les points de la sphere celeste compris entre Thorizon sud et le 



DE L. FOUCAOLT. 53 

pole. Mais pour que le pouvoir optique de Fobjeclif soit cntierement 
utilise ddns toutes les directions, il faudra que le faisceau reflechi 
couvre dans tons les cas robjectif entier. Ainsi, sous la latitude y, et 
pour une inclinaison i de la lunette au-dessous de Thorizontnle, un 
miroir, pour faire voir utilement le pole, devra avoir un diametre D 
satisfaisant a la condition 

D'elanl Touverture de la lunette. A Paris, a une lunette de lo centi- 
metres d'ouverture devrait etreaccouple un miroir circulaire de 27 cen- 
timetres, si Ton voulait observer jusqu'au pole dans la lunette inclinee 
k 5 dej^res au-dessous de Thorizonlale. 

Dans son grand heliostat, L. Foucauil a siiti^fait a la condition de 
couvrir toujours de lumiere une surface donnee, quelle que soit Tin- 
clinaison du miroir, en donnant a celui-ci la forme d'un rectangle dont 
le grand c6te est maintenu parallele au plan d'incidence par un meca- 
nisme particulier. Gette disposition avait en outre I'avantage d'alleger 
la charge des supports. II ne pouvait etre question de Tadopter pour le 
siderostat : en premier lieu , le travail par Icquel la surface du miroir 
est amenee a representor un plan parfait ne peut se Aiire que sur un 
disque circulaire, et couper apres coup deux portions de ce disque pour 
le reduire k la forme allongee exposerait la surface optique k des defor- 
mations resultant du travail interieur du verre. En second lieu, le me- 
canismo special complique le mode de monture du miroir, en rend le 
jeu plus difficile et nuit k la stability, condition essentielle d*un instru- 
ment destine k des observations astronomiques. Le miroir du siderostat 
est done circulaire, son diametre est de 3o centimetres et permet d'ob- 
server jusqu'au zenith avec un objectif de 20 centimetre? d'ouverture. 
Au delk du zenith jusqu'au pole, limite de son champ de vue, le miroir 
ne couvrirait plus enti^rement I'objectif. Aussi ne dcvions-nous lui ac- 
coupler qu'une lunette de 16 centimetres d'ouverture. 

D'apres ce qui a ete dit plus haut, la direction de la lunette d'obser- 
vation peut etre en dehors du meridien. Le plan vertical qui contient 
I'axc optique de la lunette coupe alors le plan du meridien suivant la 
verticale passant par le point 0. Tel etait le siderostat que L. Foucault 
avait le projet d'installer dans sa maison de la rue d'Assas. Dans un 
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observaioire, il sera toujours possible de ne pas sorlir du plan du meri- 
dien; la construction de Tinstrument est plus simple, le jeu des articu- 
lations plus facile, le r^glage mieux assure. 

Si Ton veut observer du zenith a I'horizon Jiord, il faut un appareil 
autrement construit. Le bras OF {fig. a), qui m^ne la queue MF du 
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miroir, est fixe a Textremite superieure de Taxe OP, et le rayon est 
reflecbi vers le nord dans la direction constanle ML. 

Le siderostat partage done, avec tons les instruments a reflexion, 
rineonv^nient de ne pouvoir amener, dans une direction constante, les 
rayons venant d*un point quelconque du ciel. L'heliostat de Fahrenheit, 
ou celui d' August, qui possedent le champ de vue le plus 6tendu, ne 
permettent pas Tobservation au voisinage du pole. Get inconvenient ne 
pent etre evite que par Temploi de deux r^flecteurs, et cet emploi 
diminuerait la stabilite, affaiblirait considerablement la quantite de 
lumiere reflechie et la rendrait meme legerement variable, par suite 
de la variation de Tangle des plans de reflexion. Une seule reflexion 
sur Targent poli donne une proportion de lumifere reflechie constante, 
quelle que soit Tincidence, et qui s'eleve a 0,93 pour Targenture 
neuve. 

Si nous comparons le siderostat de Foucault aux heliostats, nous ver- 
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rons qu*il peut lutter avantageusement avec les plus parfaits, pourvu 
que nous tenions compte des conditions que son auteur a AH s'imposer. 
On ne peut lui comparer, au point de vue de la stabilite at de la simpli- 
cile du mecanisme, que les heliostats de Fahrenheit et d' August. Celui- 
ci, au moyen d'un miroir fixe sur un axe parallele k Taxe du monde, la 
surface parallMe k cet axe, et faisant un demi-tour en un jour sid^ral, 
reflechit horizontalement, dans Tazimut 180^— A, I'astre qui s*est leve 
dans I'azimut A. II serait difficile d'imaginer un m^canisme plus simple 
et plus stable; mais, excellent comme heliostat, il ne donnerait, 
comme siderostat, que des r^sultats inf^rieurs h celui de Foucault: 
car les circoropolaires echappent k son action » et, dans la seconde 
moitie de leur course diurne, les astres sont reflechis par le miroir 
sous des angles superieurs k 4^ degr^s, qui atteignent 90 degres a 
I'horizon. 

L'heliostal de Fahrenheit joint a Tavantage d^une direction fixe du 
rayon reflechi (axe du monde) celui d'une liaison trfes-simple du miroir 
avec I'axe polaire. Gependant L. Foucault n'en a pas adopte le principe 
pour son sid^rostat, pas plus qu'il ne Tavait fait pour son grand h^lio- 
Stat. C'est qu*en efTet, la condition essentielle de ces instruments, leur 
raison d'etre pour ainsi dire, c*est de reflecbir les rayons dans nne di- 
rection horizoDtale ou tr^fr-voisine de Thorizontale. L. Foueault, avant 
tout physicien, voyait dans le siderostat Tauxiliaire indispensable de 
Tastronomie physique. II voulait que tons les instruments ordinaires 
des cabinets, spectroscope, chambres photographiques^ appareils de 
projection, pkotom^ttes, possent sans modifications, sans constructions 
nouvelles, quels que soient leur poids, leur tolume et leur forme, 
venir se placer devant le foyer de la lunette comme deyant le porte- 
lumiere de la chambre obscure. La reflexion horizontale satisfait seule 
k e«tte condition. Une lunette fixe dans la direction de I'axe polaire 
donnesaos donte aux appareils qu'on y adapte an peu plus de stabilite 
que ceUe d'un equatorial; mais il faui tonjours que ces appareils soient 
specialemettt construits en vue d'dtre fiixes dans ectte direction forte- 
laent incUnee, et de tourney avec I'axe d'un tour entier en vingt-quatre 
heures. C'est cette construction speciale> toujovts plus couteuse et 
sottvent ginante, que le akUrostat doil permettre d'eviter, dut-il, a 
d'auftres egards , en reaiilter qpttelqiies inconvenients. Ausei, lorsqu« 
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je discutais avec L. Foucault, peu de temps avant sa mort, les condi- 
tions d'installation du siderostat, ne voulut-il qu'a regret consentir a 
donner au rayon r^flecbi une direction legerement difft^rente de Thori- 
zontale, quoiqu'il dflt resulter de cette deviation un champ de vue plus 
ctendu du cote du sud. 

Le siderostat doit done, d*apres ce qui precede, etre d^fini : un instru- 
ment reflecteur qui, par une seule riflexion^ renvoie le rayon dans une 
direction comtante sensiblement horizontate. Ges deux conditions sont 
les donnees fondamentales du probleme que s'est pos6 L. Foucault : 
nous verrons s'il en resulle reellement quelque inconvenient dans les 
observations purement astronomiques auxquelles peut se prdter Tin-* 
strument. 

Le siderostat a ete construit par M . Eichens, sous la direction de la 
Commission chargee de Tachfevement et de la publication des OEuvres 
de L. Foucault, et aux frais de la cassette imperiale. II a ete present^ a 
I'Academie des Sciences, le i3 decembre 1869, par M. H. Sainte-Claire 
Deville, puis donne par Napoleon III k TObservatoire. G'est la que j'ai 
commence son installation, suivant le projet que j*avais autrefois dis- 
cute avec L. Foucault. Interrompue par les ev^nements politiques, puis 
par des circonstances ^trangeres a ma volonte, cette installation n'est 
pas encore terminee. Le present travail sera done encore purement des- 
criptif et th^orique. 

Nous avions, pour nous guider dans la construction de Tinstrument, 
deux petits modeles en bois, Tun execute en 1866 pour I'Observatoire, 
Tautre construit pour L. Foucault, representant Tappareil qu'il voulait 
placer a son observatoire de la rue d'Assas. 

Tout Tinstrument, dont la^?^. i, PL /, donne T^levation laterale, 
repose sur un socle en fonte porte par trois vis calantes U, avec deux 
niveaux rectanguiaires et mouvement de reglage en azimut, le galef 
sur lequel s'appuie Tune des vis U etant muni d*une coulisse mobile k 
Taide d'une vis k tete. On y distingue trois parties : le miroir et sa mon- 
ture, I'axe polaire et le mecanisme qui ^tablit la liaison de cet axe avec 
le miroir, et enfin le regulateur. 

L'element essentiel du siderostat est le miroir plan. On sait comment 
L. Foucault a ete conduit, par ses travaux sur la construction du miroir 
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parabolique en verre argente, a realiser cette merveille optique que 
Gambey et Arago declaraient impossible. M. Ad. Martin, eleve de Fou- 
cault et continuateur de ses travaux optiques, a construit le miroir du 
siderostat; il a expose, dans une Note presentee a rAcademie, le 29 no- 
verabre 1869, les methodes qu'il a employees pour guiderles retouches 
dela surface, et les epreuves auxquelles a ete soumis le miroir. 

J'ajouterai ici un seul fait, d'une importance capitale : expos^ pen- 
dant une heure aux rayons d'un soleil d'ete, avant Targenture, le mi- 
roir a conserve sa surface optiquement plane. Cette experience de 
M. Ad. Martin repond a une objection souvent formulee contre les 
miroirs argentes, et montre que les procedes de fabrication de Saint-Go- 
bain sont assez parfaits pour donner a un disque de verre de 3o centi- 
metres de diametre et 5 centimetres d'epaisseur moyenne une homoge- 
neite parfaite. 

Le miroir {^g. 2, PL I) est porte par un axe horizontal xx^ au 
sommet de deux montants verticaux M, venus a la fonte avec une 
plate-forme P qui tourne autour d'un centre. Ce mouvement est facilite 
par une couronne de galets G caches dans le pied du miroir, et qui 
donnent une niobilite parfaite, sans alterer la regularite du plan decrit 
par la plate-forme, la surface inferieure de celle-ci et la face corres- 
pondante du socle ayant ete rodees avecsoin. 

II sera parfois necessaire de fixer au contraire le miroir. Les liaisons 
de la queue directrice avec Taxe polaire ne donneraient pas une stabi- 
lity suffisante; on Tobtient en fixant la plate-forme sur le socle a Taide 
d'une pince qui n'est pas figuree dans la gravure. 

Le miroir est maintenu dans son barillet {^g. 3, PL I) par trois 
taquets exterieurs / et par un ressort a Irois branches qui le pressc 
contre eux sans le deformer. La condition de perpendicularite de la 
queue directrice a la surface reflechissante se trouve ainsi assuree par 
un rodage exact de la couronne du barillet. 

Ij^fig. I [PL I) fait comprendre la disposition de Taxe horaire et 
son mode de liaison avec la queue directrice du miroir. L'axe d'acier 
XX se prolonge au-dessous du coussinet inferieur par une piece en 
bronze g qui fait corps avec lui et qui sert de support au cercle de de- 
clinaison dd. Ce cercle n'est pas entier, mais reduit a un peu plus de sa 
moitie, afin de ne pas gener les mouvements du miroir. II porte, sui- 

ytnnaies de Vicole Normale, a* S^rie. Tome I. 8 
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vant un diametre et sur la face opposee k la pifece de bronze, deux 
colliers dans lesquels s*engage et tourne a froltement doux, sans bal- 
lottement dans aucun sens, la queue de la fourchette/qui va guider 
la (ige directrice du miroir. 

Le prolongement mathematique de Taxe horaire et celui de Taxe du 
cercle de declinaison se rencontrent sur I'axe mSme de la queue de la 
fourchette. C'est a partir de ce point que doivent etre comptees les 
deux longueurs egales OF et OM [fig. i). Le point M est defini dej^ 
par rintersection des deux axes, Tun horizontal, Tautre vertical, au- 
tour desquels pent osciller Ic miroir. II reste a deBnir le point F qui 
limite la longueur de la fourchette. 

L'articulation de la fourchette et de la tige directrice se fait k Taide 
d'un mancbon cylindrique m, dans lequel la tige passe librement sans 
balloter, et qui oscille autour d'un axe entre les deux dents de la four- 
chette. 

C'est rintersection de cet axe avec Taxe de la queue directrice du 
miroir qui determine le point F. L'artiste a done du apporter tons ses 
soins a rendre rigoureusemeut egales et constantes les deux distances 
qui viennent d'etre definies. Nous verrons bientdt quelle serait Tin- 
fluence d'une erreur sur la longueur reelle de la fourchette, et com- 
ment il sera facile de la reconnaitre. 

Les diverses pieces qui etablissent la liaison de I'axe horaire au mi- 
roir pourront prendre autour de cet axe des positions tres-variees : il 
etait essentiel, pour la regularite des mouvements, que chaque pifece 
fut, autant que possible, equilibree par rapport aux axes qui la sup- 
portent. L'equilibre du miroir muni de sa tige directrice n'eut pas 6te 
possible autour de son axe horizontal, si I'on avait laisse cet axe dans le 
plan meme de la surface reflechissante, comme le suppose la figure th^o- 
rique [fig, i). Mais on voit par celte meme construction que la surface 
du miroir pent etre deplacee parallelement a elle-m^me, sans qu'il en 
resulte aucun changement dans la direction mathematique des rayons. 
Seulement I'objectif fixe de la lunette utilise alors des portions tres- 
leg^rement differentes du miroir dans ses diverses positions : d'oii sui- 
vrait la necessite d'augmenter le diametre du miroir s'il devait dtre 
deplac^ d'une quantite notable. Mais la tige directrice, etant form^e 
d'un tube creux, est tres-legere aupres du miroir et de son barillet, et 
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il a sufB d'abaisser les tourillons un peu au-dessous de la demi-epais- 
seur du barillet pour obtenir Tequilibre. 

La pifece de bronze qui prolonge I'axe polaire, tres-peu excentrique 
par rapport k Taxe polaire, est suftisamment equilibree autour de cet 
axe par les pieces qui se trouvent de I'autre cote et dont nous parle- 
rons tout a I'heure. Mais I'equilibre du cercle reduit a un secteur cir- 
culaire et celui de la fourchette etaient extremement difficiles a ob- 
tenir, vu I'espace restreint dans lequel doivent se mouvoir ces pieces- 
Nous avons done du nous borner a les rendre aussi legeres que pos- 
sible; et merae, dans ce but, la fourchette a ele faite en aluminium : 
il devait en resulter quelques inconvenienls, comme nous le dirons 
plus loin; mais il a fallu d'abord penser a assurer la regularite du 
mouvement de Taxe polaire. 

Lorque la fourchette est entrainee par I'axe horaire, le cercle de 
declinaison etant fixe (nous verrons bientot comment est obtenue 
cette immobilite relative), son extremite/decrit un petit cercle per- 
pendiculaire a I'axe horaire et de rayon variable egal a /sinP, / etant 
la longueur de la fourchette et P Tangle qu'elle fait avec Taxe horaire. 
Cest sur ce cercle que s'appuie constamment dans son mouvement la 
queue directrice du miroir, qui decrit par consequent un cone oblique. 
II en resulte que le manchon doit non-seulement pouvoir tourner au- 
tour de cette queue, mais aussi glisser suivant sa longueur, executer 
done autour de son axe un mouvement heliQo'idal, tantot (rbs-lent, 
lorsque le plan de la fourchette et de la queue coincide presque avec 
le plan vertical median de tout I'appareil, tantot tres-rapide et se re- 
duisant presque a un glissement longitudinal, lorsque ces deux plans 
sontau maximum d^ecart. Aucune autre articulation qu*un manchon 
ne pouvait satisfaire a ces conditions varices : nous avons done du Ta- 
dopter et lui donner meme assez de longueur pour que tout ballotte- 
ment de la tige directrice fut impossible. Mais les frottements ont ete 
diminues autant que possible en reduisant les surfaces en contact a 
deux anneaux aux extremites du manchon. L'observateur, de son cote, 
doit avoir le soin d'entretenir toujours la surface de la tige bien lubri- 
fi^e, et de ne jamais la toucher avec les doigts : pour guider le miroir 
a la main il doit agir sur Textremite de la fourchette. 

Le cercle de declinaison est gradue en tiers de degre, et Talidade e 

8, 
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porte un vernier qui donne la minute. La position de cette alidade est 
reglee a Taide d'une vis de rappel, qui permet d'amener lecercle exac- 
tement au zero lorsque la fourchette est dans le prolongement de Taxe 
polaire. Les lectures donnent done immediatement les distances po- 
laires du rayon incident, si Tinstrument est bien regie. 

L'axe horair«3 porte a sa partie superieure [PL I^fig. i, et dans le 
texle, y?g^. 4) un cercle HH divisc en 24 heures qui, au moyen de 
deux verniers, donne les deux secondes de temps. Co cercle fait corps 
avec Taxe. Les verniers sont portes par un cercle alidade VV concen- 
trique au premier, monte sur un manchon mobile autour de Taxe. A 
ce manchon est fixe un bras I que maintiennent deux vis butantcs dont 
les ecrous sont solidaires du support de I'appareil; on pent doncregler 
les verniers de inaniere a faire marquer o**©™©** au cercle horaire lors- 
que la reflexion se fait dans le plan du meridien. 

L'axc horaire ne possede pas de mouvements de rectification autres 
que ceux que pent recevoir le socle tout entier a Taide de ses vis ca- 
lantes. L'artiste a regie son inclinaison pour la latitude du lieu, en 
prenant comme plan horizontal le plan sur lequel roule la plate-forme. 

Si Tobservation montre que cette inclinaison n'est pas exacte, il n'y 
aura moyen de la corriger qu'en agissant sur les vis U et, par conse- 
quent, en sacrifiant la verticalite des montants du miroir, et changeant 
la direction de la ligne OM ou du rayon reflechi et de la lunette qui 
doit le recevoir. Mais le principe thcorique de Tappareil n'impose aux 
supports du miroir d'autre condition que rimmobilite du point d'inter- 
section de la queue direclrice avec Taxe des tourillons du miroir; et 
cette immobilite est assuree quelle que soit la position des supports 
par rapport a Thorizon. D'autre part, la lunette d'observation doit pos- 
seder tons les mouvements de rectification en azimut et en inclinaison. 
Une legere deviation du plan du socle en dehors du plan horizontal 
n'ofTre done aucun inconvenient. 11 eut d'ailleurs ete impossible de 
donner aux supports de Taxe horaire un mouvement de bascule parti- 
culier, puisque ce mouvement, ne pouvant s'executer autour d'un axe 
horizontal passant par le point 0, aurait altere la distance OM. D*autre 
part encore, nous n'avons point voulu rendre independants le support 
du miroir et celui de I'axe horaire, et laisser a Tobservateur le soin de 
regler la distance OM sur le pilier qui doit porter tout Tappareil. La 
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difficulte (le ce reglage exige qu'il soil fait une fois pour toutes, et son 
maintien exige en outre que des pieces metalliques de meme nature 
reunissent le point aux points M et F. 

Nous verrons comment peut etre rectifiee la longueur de la four- 
ehette, si I'observation demontre qu'elle n'est pas egale a la dis- 
tance OM. 

Supposons maintenant Tinstrument assujetti aux diverses conditions 
dont nous venons de parler, savoir : Taxe polaire coincidant avec Taxe 
du monde, le zero du cercle horaire repondant k la reflexion dans le 
meridien, le cercle de declinaison a zero quand la fourchette est dans 
le prolongement de I'axe polaire, la longueur de la fourchette egale a 
la distance OM, le miroir perpendiculaire a la tige directrice, et enfin 
I'axe de la lunette coincidant avec la direction OM prolongee. Si toutes 
ces conditions sont realisees, il suffit, pour amener dans Taxe de cette 
lunette les rayons provenant d'un astre dont la distance polaire et 
Tangle horaire actuel sont donnes, d'amener sous Tindex du cercle 
horaire la graduation correspondante k Tangle horaire, sous Tindex du 
du cercle de declinaison la graduation correspondante a la distance 
polaire, et de fixer les deux cercles. Si, de plus, a partir de cet instant, 
un moteur communique a Taxe horaire un mouvement uniforme de 
rotation, a raison d'un tour en un jour sideral, Tastre restera immo- 
bile au milieu du champ de la lunette. 

Le rouage R qui communique le mouvement a Taxe est place sous 
une cage a parois de glace dans le pied meme de Tinstrument. II re^oit 
le mouvement de Taction d*un poids qui descend dans un puitscreuse 
a travers le pilier qui porte le sid6rostat; et ce mouvement est rendu 
uniforme par un regulateur isochrone de L. Foucault. La description 
de ce regulateur, dont les formes et les applications diverses consti- 
tuent une partie importante de Toeuvre de notre regrette collegue, ne 
peut trouver place ici. Je rappellerai seulement que ce regulateur, 
applique par M. Eichens a plusieurs grands equatoriaux, donne un 
mouvement d'une regularite parfaire, et que, a TExposition universelle 
de 1867, il a merite k son habile constructeur le grand prix des arts 
mecaniques. 

Ici, comme dans un equatorial, il est necessaire de disposer de 
moyens de rappel, pour faire varier de petites quantites ou Tangle 
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horaire ou la distance polaire, sans arreter d'ailleurs la marche du 
mouvement d'horlogerie. La variation de Tangle horaire s'obtient a 
Taide d'un rouage satellite semblable a celui que M. Eichens adapte 
depuis longtemps aux equatoriaux. Je decrirai en quelques mots ce 
rouage, que nous retrouverons tout a Theure dans le rappel de la dis- 
tance polaire. 

Sur I'arbre XX' {fig. 3), qui re^oit le mouvement du rouage pour 
le transmettre k Taxe horaire, sont mont^es trois roues, dont deux» 

Fig. 3. 




A etc, sont folles sur Tarhre, tandis que la troisieme B fait corps avec 
lui. A reQoit directement le mouvement du rouage, et le transmet h B 
par I'interm^diaire des deux pignons satellites h et c, fix6s a un meme 
arbre YY' qui traverse Tun des bras de la roue A, et est par consequent 
emporte dans le mouvement de rotation de celle-ci. Dans ce mouve- 
ment, le pignon c roule en se developpant sur la roue C que nous 
supposons immobile; le pignon h tourne done de meme et communique 
le mouvement k la roue B, laquelle entraine Tarbre. Le sens et la vitesse 
de la rotation de cet arbre dependent des rapports ^tablis entre les 
cercles primitifs et par consequent entre les nombres de dents des 
quatre mobiles B, C, 6 et c. 
D^signons par B, C, 6, c les rayons de ces quatre roues dent^es. 
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par y la vitesse de rotation de la roue A, par v celle de B, nous aurons 
eDtre ces quantites la relation (B^lahger, Traiti de Cindmatique, 
p. 198) 

v/'B C\ B 



Les deux vitesses sont de mSme sens si 7 est plus grand que -; c'est 

le cas que nous adopterons. De plus, pour ^tablir entre la vitesse du 
regulateur et celle de Taxe horaire le rapport convenable, il est neces- 
saire que v soit les 9 dixiemes de V; done 



B C 9 B 6 C I 

c \o B c 10 



relation k laquelle on satisfait en prenant B = 56, C = \c. 

Nous avoHS suppose la roue C immobile, mais si pendant le mouve- 
ment de A on vient a la faire tourner sur elle-meme par Tintermediaire 
d'une roue d'angle D fixee sur le meme roanchon, le rouage satellite 
en recevra une augmentation ou une diminution de vitesse qui» sans 
influencer en rien la vitesse de A, se transmettra a la roue B et k 
Tarbre XX'. Gette roue d'angle a done une double fonction : i^ main- 
tenir immobile la roue C pendant le mouvement uniforme de A et de 
Tarbre; 2^lui communiquer la vitesse additive ou soustractive qu'elle 
re^oit de Texterieur. II est toujours possible de remplir la premiere 
condition, puisqu'on dispose des frottements exerces sur Texterieur 
du manchon et sur les pieces qui se relient k la roue d'angle; on 
fait tourner D, quand il en est besoin, a I'aide d'une roue d'angle et 
d'une longue manette dont la poignee se trouve k portee de I'obser- 
vateur. 

L'arbre XX' [fig. 3), au moyen de roues d'angle et d'une tige verticale, 
communique son mouvement a une vis tangente qui engrfene avec la 
roue K {fig. 4). Sur l'arbre de cette derniere sont egalement fix^s deux 
pignons, I'un a de 20 dents, I'autre a, de 1 8. Le pignon de 18 engrene 
avec une grande roue Ai de :2oo dents qui tourne librement sur I'axe, 
mais qui fait corps avec lui lorsque la pince P la rend solidaire du 
eercle horaire H. D^s lors I'axe polaire XX' obeit au mouvement que 
i\x\ communique le regulateur et a tous ceux, additifs ou soustractifs* 
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quo lui imprinie la main de I'oltservateur par rinterm^diaire du rouage 
satellite. 



Le second probleme qu'avait k resoudre le construcleur du sid^ro- 
stat etait plus ardu que le premier : il s'agissait de produire, k I'aide 
d'nne manette immobile, ua mouvement de rappel du cercle de d^cli- 
oaison, ^ I'extremite d'un axe mobile, ssns alt^rer le mouvement de cet 
axe. L. Foucault avait seulemenl indique le probleme, et en avail fait 
entrevoir la- solution & I'aide d'un rouage satellite, mais saos donner 
de vive voix ou laisser dans ses papiers aucune description du sjrstfeme 
qu'il pretendait appHquer. Voici I'el^gante constructioa k I'aide de 
taquelle M. Eichens a atteint le but propose. 

L'axe polaire XX' {PI. I, fig. i) est enveloppe, sur la portion de sa 
longueur qui semble nue sur la figure, d'un mancbon en bronze qui 
traverse le collet inferieur du support, et 1^, au moyen de deux roues 
d'angle rr, commaode ud pignon dent la denture engrcne avec celle 
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qu'oD a taillen sur tout le pourtour du cercle de declinaison. Si le man- 
chon tourne avec Taxe polaire, ces roues restenl en repos relalrf et 
imiDobiliseut le cercle par rapport a I'axe. Si Ic manchoD prend une 
avance ou un retard sur le mouvement de Taxe, les roues deplacent 
d'une quaniitc proportioDnelle la denture du cercle, et par consequent 
la direction dc la fourchelte. II faut done elablir entre le manchon et 
Taxe polaire une solidarite telle que le mouvement horaire les entraine 
ious deux avec la meme vitesse, mais que Ton puisse neanmoins faire 
iourner ce manchon isolement sans alterer le mouvement de Taxe. Un 
rouage satellite identique a celui que je viens de decrire va sufiire a 
obtenir ce double eflet. 

L'ensemble du mecanisme est represenle en coupe verticale {fig^ 4)- 
Dans cette figure, commc dans la precedente, les hachures indiquent 
par leur direction la liaison ou Tindependance des pieces en contact : 
deux pieces voisines, oil les hachures sont de meme sens, sontsolidaires 
i'une de I'autre; elles sont independantes si les hachures sont de sens 
contraires. Le pignon a, qui est fixe sur le meme arbre que le pignon a, 
et obeit, par suite, au mouvement horaire, engrene avec une roue A 
de 200 dents, semblable, par consequent, k la roue Af et, comme elle, 
folle sur Taxe polaire XX^ Mais le pignon a portanf 20 dents, tandis 
que a, n'en a que 18, on voit que la roue A prend une vitesse plus 
grande d'un dixieme que celle de A« ou de Taxe polaire. Cette vitesse, 
etant transmise au manchon par Tintermediaire d'un rouage satellite, 
ou les roues et pignons auront les rapports etablis precedemment : 
B = 56, C = -^c, sera reduite d'un dixieme, et par consequent le man- 
chon tournera dans le meme sens et avec la meme vitesse que Taxe. 
Les memes lettres indiquent, dans \^fig. 4» l^s differentes roues dont 
le role a ete explique precedemment. La roue D, qui doit immobi- 
liser C, s'appuie sur une roue E, montee sur un arbre parallele a celui 
des pignons a et ai, et cet arbre pent etre mis en mouvement a Taide 
d*une longue manette, de roues d'angle et d'une tige verticale qui se 
voient dans \^fig. i» fl* I. C'est ce mouvement de la manette qui, par 
rintermediaire du rouage satellite, se transmet jusqu'au manchon et 
fait varier la direction de la fourchette et du miroir sans alterer le 
mouvement horaire. 

Ce mouvement de rappel est assez rapide pour qu'on puisse I'em- 

Annales de Vtcole Normale, 2« Seric. Tomo I*'. 9 
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ployer au calage de rinstrument en d^clinaison. Acet efTett la tige de 
la manette porte une poignee en bois a la port^e de Tobservateur 
lisant la graduation du cercle de declinaison. Si Ton veut operer tr^s- 
rapidement, il faut d^sembrayer la roue d'angle laterale r. ce que Ton 
fait en desserrant le bouton qui la maintient sur son earr^. 

L'installation pr^paree pour le siderostat dans le jardin de TObser- 
vatoire a ete construite d*apres les plans que j'avais discut^s avec 
L. Foucault, et par les soins de TAdministration des batiments civils. 
Le pilier* destine a recevoir I'appareil, est un raonolithe de forme 
triangulaire comme le socle en fonte; il est entaill^ dans sa parii^ 
nord d'une gouttiere verticale qui forme Torifice du puits dans lequel 
descend le poids moteur. Deux murs parallfeles en dalles placees 
de champ courent du sud au nord de chaque cdte de ce pilier sans 
le toucher; ils portent des rails en fer sur lesquels route une petite 
maisonnette en bois, recouverte en carton bitume, qui forme Tabri de 
rinstrument. Avant Tobservation, on fait rouler la maisonnette vers le 
nord, de mani^re a laisser le siderostat compl^tement k decouvert. Des 
talus en gazon recouvrent la partie exterieure de ces murs. 

La lunette d'observation sera portee par deux piliers et fix^e k Taide 
de colliers a vis et k charnifere qui permettent les niouvements de rec- 
tification. La distance de Tobjectif au miroir est de 3 metres. Gette 
lunette sera protegee par un simple toit forme de deux planches. 

L'extremite oculaire de la lunette p^netrera k travers un volet en 
bois dans le cabinet d'observation, petit b&timent de 3 metres de cote 
et de 2 metres seulement d^el^vation, afin de cacher le moins possible 
la partie sud du ciel. L'oculaire ou les appareils qui terminent la lu- 
nette a I'interieur du volet doivent etre relies a ce volet par une bourse 
en ^totfe epaisse, afin d'intercepter toute communication entre Tair 
interieur et Tatmosphfere. 

Nous avons maintenant a placer le siderostat sur son pilier, la lunette 
sur ses supports, et k regler les deux instruments Tun sur Tautre, puis 
par rapport au m^ridien et k Taxe du monde. 

Au moyen d'un theodolite place sur le pilier du siderostat, de telle 
faQon que le centre de rotation de la lunette occupe la place du centre 
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du miroir, on determinet par la methode des hauteurs absolues, Tazi- 
mut d*un collimateur place dans rinterieur de la cabane d*observatioii. 
Puis visant avec la lunette du theodolite dans la lunette du siderostat, 
on rectifie la position de celle-ci jusqu'^ ce que son axe soit dans le 
meridien et son inclinaison ^gale a celle qui doit resulter de la con- 
struction de Tinstrument. 

Cela fait, on enleve le theodolite, et Ton met le siderostat en place. 
Au moyen des vis calantes du socle et des deux niveaux rectangulaires, 
on rfegle rhorizonlalite du plan sur lequel roule la plateforme qui 
porte le miroir. L*axe du miroir doit alors etre horizontal, Taxe po- 
laire doit se trouver dans un plan vertical et avoir sur Thorizon une 
inclinaison egale a la latitude du lieu. Au moyen d'un niveau a four- 
chettes pose sur les tourillons du miroir, il sera bon de s'assurer que 
Taxe de ces tourillons reste horizontal pendant la rotation de la 
plateforme, et verifier ainsi le reglage des niveaux du socle. 

Parmi toutes les positions que pout prendre le miroir autour de son 
centre de figure, il en est quelques-unes trfes-remarquables auxquelles 
nous aurons souvent recours et qu'il faut d'abord d^finir. En nous 
reportant au theoreme enonce page 5a, nous voyons que lorsque la 
fourchette tourne autour de I'axe polaire en faisant avec lui un angle 
constant, la tige directrice trace sur le plan perpendiculaire a la direc- 
tion du rayon reflechi des cercles qui se reduisent a un point dans 
deux cas : le premier, seul realisable, est celui oil la fourchette coin- 
cide avec le prolongement de I'axe polaire, le miroir reflechit alors le 
rayon incident venant suivant cet axe; le second serait le cas oil la 
fourchette se replierait sur Taxe jusqu'a coincider avec lui. Dans ces 
deux positions, I'axe polaire peut tourner sur lui-memesans imprimer 
au miroir aucun mouvement. La premiere est done facile a trouver 
mecaniquement, puisqu'il sufiira, pour reconnaitre qu'elle est atteinte, 
de viser par reflexion, avec une lunette fixe, un point fixe eloign^, et 
de constater que son image reste immobile pendant que I'axe polaire 
fait un tour entier. 

Si maintenant la fourchette decrit une serie de plans meridiens, la 
queue du miroir trace sur le plan perpendiculaire au rayon reflechi la 
serie correspondante des cercles, projections stereographiques des pre- 
miers, lesquels se coupent tons aux deux points definis par le para- 
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graphe precedent. A un seul des plans meridiens traci^s par la four- 
chette correspond un plan d^crit par la tige directrice : c*est celui dont 
la trace sur le plan de projection est la droite qui joint les deux poles 
de la projection, et qui repond au cas oil le plan decrit par la fourchette 
passe par le point de vue ou par le centre du miroir, c*est-a-dire est le 
plan median du siderostat. A des plans horaires egalement inclines de 
part et d'autre sur celui-ci, correspondent des deplacements maxima 
du support du miroir egaux et de sens contraires. Ce plan m^ridien est 
done encore facile a definir m^caniquement : c'est celui pour Icquel la 
rotation du cercle de declinaison n'entraine aucun deplacement du sup- 
port du miroir. On le determinera par cette condition, en tra^ant un 
point de repere sur la plate-forme des montants du miroir et visant ce 
point avec un microscope fixe : Taxe horaire etant arrets par la pince, 
on fera tourner le cercle de declinaison a I'aide de la manette de 
rappel, et Ton devra constater Timmobilile du point. Des rotations 
egales de Taxe horaire depart et d'autre de la position ainsi determinee 
devront donner des deplacements egaux et de sens contraires du sup- 
port, pour un meme arc parcouru par la fourchette. 

Les deux positions^ ainsi determinees, fixent Tune le zero du cercle 
des distances polaires, Tautre le zero du cercle horaire. On y amenera 
les verniers au moyen des vis de rappel. 

Avant d'aller plus loin, il est necessaire de nous arrSter un moment 
et d*etudier plus en detail les deux positions singulieres qui viennent 
d'etre definies. J'ai dit que, pour determiner la position du zero du cercle 
de declinaison, on devra viser, avec une lunette, un point eloigne par 
reflexion sur le miroir, et amener la fourchette k une position telle 
qu'une rotation complete de I'axe horaire n'imprime a I'image aucun 
deplacement. On pent utilement employer, dans ce but, la lunette meme 
du siderostat, et prendre pour mire un coUimateur dont I'axe soit ri- 
goureusement parallMe a I'axe polaire. C'est une lunette, munie d'une 
croisee de fils en son foyer, qui repose par deux collets cylindriques 
egaux sur deux appuis en forme de V fixes aux extremites d'une regie 
melallique. Cette regie, de meme longueur que I'axe polaire, estmontee 
sur deux pieds termines par des fourches, qui viennent se poser sur 
des collets cylindriques egaux qu'on a menages autour de Taxe polaire 
pres de ses extremites. Un bras metallique, qui pent se fixer centre le 
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support (lu coussiDet iaferieur de Taxe polaire, mainlieDt en place cet 
appareiU tout en lui laissant sa mobilite. Par un r^glage icientique a 
celui de la lunette d'un niveau topographique, on amene les collets du 
collimateur k Tegalite. Cela fait, on place Tappareil sur Taxe polaire, 
le miroir etant dans la position oil la rotation de Tax^ polaire ne lui 
imprime plus de d^placeinent sensible k Toeil. Alors on fait mouvoir la 
lunette dans le plan vefrticcd^ et Ton deplace le socle du siderostat en 
azimuty jusqu'a ce que Ton ait obtenu la coincidence de la crois^e des 
fils de la lunette avec Timage de celle du collimateur. La fourchette oc- 
eupe la position cherchee, elle est sur le prolongementde Taxe polaire, 
lorsqu'une rotation complete de I'axe polaire ne detruit pas la super- 
position des deux crois^es de fils. 

Mais ce reglage nous fournit en mSme temps deux autres dements 
importants. Si I'axe du collimateur est bien exactement parallele k Taxe 
polaire, la coincidence des crois^es de fils nous fait reconnaitre : i^que 
Taxe de la lunette se trouve dans le plan vertical passant par Taxe po- 
laire; tP que Taxe de la lunette possede I'inclinaison voulue pour rece- 
voir un rayon reflechi provenant d'un rayon parallele h la fourchette. 
Or la condition du parallelisme du collimateur k Taxe polaire s'elimine 
par un retournement de I'appareil. Apres la premiere operation, on 
retourne bout pour bout le support sur I'axe polaire et le collimateur 
sur son support, et Ton pointe de nouveau les deux croisees de fils Tune 
sur Tautre. La moyenne des deux positions de la lunette est celle qu'elie 
doit avoir pour viser le pdle de Tinstrument. Elle a done, par rapport 
a rhorizon, I'inclinaison determinee par la construction de I'appareil 
directeur du miroir. En meme temps, puisque cette lunette a ete placee 
presque exactement dans le m^ridien par Toperation preliminaire, on 
voit que le siderostat lui-meme s'y trouve amen6; et tout I'appareil est 
regie avec assez de precision pour que Ton puisse considerer ce reglage 
comme sufBsant pour I'usage ordinaire du siderostat. Nous pourrions 
nous arreter ici, s*il n*etait necessaire d'etudier I'influence des defauts 
de construction de I'appareil. 

L'experience que nous venons de faire pourra nous en reveler un : 
il pourra arriver que, dans aucune position de la fourchette, une rota- 
tion complete de I'axe polaire ne laisse le miroir completement immo^ 
bile. C'est ce qui aura lieu si I'axe de la fourchette ne rencontre pas 
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I'axe polaire, mais se trouve place excentriquement, de maniere a pou- 
voir lui devcnir simplement parall^le sans coincider avec lui. Alors, 
pendant le ntouvement de Taxe, Textr^mite de la fourchette decrit un 
cercle sur lequel tourne la queue direclrice. Le miroir ne peut Stre 
amene, par aucun deplacement du cercle de deelinaison, a donner 
Timage du p61e au centre du champ de la lunette : le pdle n*existe pas 
coinme point. II est remplac^ par un petit cercle sur )a projection st^ 
reographique qui guide la queue directrice du miroir, ef tous les cercles 
de distance polaire se trouvent agrandis de la meme manifere. D*ou il 
suit que rinstrument, bien regie d*ailleurs, ^tant dirig^ vers une etoile. 
Taction du mouvement d*horlogerie ne conservera pas cette etoile im- 
mobile au milieu du champ, mais lui fera parcourir une courbe fermee 
autour de sa position d'immuabilite th^orique. L*artiste peut scul re- 
medier a ce defaut de construction. 

La determination du zero du cercle horaire, par le precede qui a ^te 
indique, suppose de mSme remplie une condition importante dans la 
construction de Tinstrumentt savoir, que le plan vertical passant par 
Taxe polaire contient aussi le centre du miroir. S*il n'en elait pas ainsi, 
dans la projection stereographique trac^e par la queue du miroir sur 
le plan perpendiculaire au rayon reflechi, aucun plan m^ridien n*aurait 
pour trace une droite veriicale^ et la seule droite oblique correspondrait 
non |)ius au plan median du sid^rostat, mais au plan horaire qui passe 
par le point de vue. Des lors, il n*existe plus de position du plan ho- 
raire telle que la tige direclrice puisse le parcourir sans qu'il en resulte 
de deplacement horizontal du support du miroir. Le caractere meca- 
nique auquel nous avons reconnu le plan meridien du sid^rostat est 
done d^une grande importance; non-seulement il nous donne le zero du 
cercle horaire, mais, par son absence, il nous manifesto un defaut de 
construction de Tappareil qui rendrait impossible le r^glage dans les 
conditions ou nous voulons le faire. En effet, un siderostat presentant 
oelte deviation du centre du miroir, reflechit le rayon non pas dans le 
plan meridien, mais dans le plan vertical qui passe par le centre du 
miroir et le centre d*articulation de la fourchette avec Taxe polaire. 
Si done, apres avoir reconnu le defaut, on ne veut pas le faire corriger 
(ce qui serait possible par un deplacement lateral du support de Taxe 
horaire), il faut placer la lunette d*observation, non plus dans le plan 
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meridien, mais dans le plan qui vient d'etre defini. A cet effet, on re- 
glerait d'abord le sideroslat lui-in§me dans le m^ridien^ par Temploi 
du theodolite et da collitnateur ptrallele a I'axe polaire; puis on rei^le- 
rail la lunette sur le sideroslat, en lui donnant la position ou elle vise 
la crqisee des fils du colliniateur par reflexion sur le miroir amene dans 
la position oil une rotation complete de Taxe polaire ne lui imprime 
aucun d^placement. Ce precede s^applique k un appareil reflechissani 
dans un plan vertical quelconque, en dehors du m6ridien. Dans tout ce 
qui va suivre» nous supposerons le siderostat r^flechissant les rayons 
dans le plan meridien. 

Tout Tappareily lunette et siderostat, ayant ete place tres-approxi- 
mativement dans le plan du meridien, pourra etre considere comme un 
instrument meridien, propre a donner les ascensions droites et les dis- 
tances polaires, une fois le cercle horaire fixe au zero determine comme 
il vient d'etre dit, et le support du miroir immobilise au moyen de la 
pince. Des observations de passages et des determii^ations de distances 
polaires d'etoiles connues vont nous permetlre de rectifier le premier 
r^glage de Tinstrument. 

On observe, sur une pendule dont la correction absolue et la marche 
horaire sent d^termin^es d'ailleurs, les temps des passages d'une serie 
d'etoiles coonaes k un fil vertical tendu dans la lunette. Soientr, r",... 
les difierences entre I'ascension droite de chacune de ces etoiles et le 
temps du passage corrig^ de Terreur de la pendule. 

Par I'axe de la lunette, menons un plan perpendiculaire au meridien : 
c'est ce plan qui va, pour nous^ jouer le role tl'horizon. La latitude du 
lieu etaat 9, celle que nous introduirons dans nos formules sera 9 ~ t\ 
i^tant rinclinaison de la lunette au-dessous de I'horizon. 

Nous avons h, determiner les quantites qui, dans notre instrument, 
jouent le meme rAle que Tazimut, rinclinaison et Terreur de collima- 
tion d'une lunette m^ridienne. Remarquons d'abord que, pendant que 
le rayoQ incideirt et la fourchette parcourent la portion visible du me- 
ridien, de I'horizon sud k I'horizon nord, la queue direclrice du miroir 
ne parcourt qu'un angle droit, depuis I'horizontale jusqu'a la verticale. 

Si I'axe de la lunette fait avec le meridien, du c6te de Touest, un 
angle 7 dans le plan de I'horizon hypothetique, le rayon incident qui 
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viendra se rcflechir suivant cet axe fera constapiment avec le raeridien 
Ic meme angle 7 du c6t6 de Test. Cetle deviation de la iunetle joue le 
meme role que I'erreur de collimation dans rinstrumeDt des passages; 
en d'autres termes» le rayon incident est i^Iui que recevrait une lunette 
meridienne dont I'erreur de collimation seraity. 

Si Taxc des tourillons du miroir n'est pas perpendiculaire au meri- 
dien, mais que sa partie ouest devie vers le sud de Tangle oe, la normale 
au miroir pendant sa rotation decrira un plan vertical incline du meme 
angle a sur le meridien. Le rayon incident correspondant a un rayon 
constamment reflechi suivant Thorizontale dans le meridien decrira 
done un cdne, dont Taxe sera la ligne meme des tourillons, et dont le 
demi-angle au sommet sera 90°— a. Ce rayon est celui que re.cevrait une 
lunette meridienne affectee ^ la fois d'une erreur de collimation a et 
d'une erreur azimulale a. 

La surface reflechissante du miroir pent n'etre pas parallele a i*axe 
des tourillons; soit j3 Tangle qu'elle fait vers le sud avec la partie ouest 
de cet axe. La normale decrira, autour de eel axe, pendant la rotation, 
un cone dont le demi-angle au sommet sera 90°— |3; et de la position 
verticale a la position borizontale du miroir, le rayon incident qui donne 
un rayon horizontal reflechi dans le meridien, decrit un c6ne de meme 
angle autour d'un axe incline de Tangle |3 sur Taxe des tourillons. Ce 
rayon est done celui que recevrait une lunette meridienne affectee 
d'une erreur de collimation |3 et en meme temps d'une erreur azimu- 
tale /3. 

Enfln, si Taxe des tourillons est incline de Tangle t sur Thorizontale, 
Tcxtremite ouest etant la plus elev^e, la normale au miroir d^crir, pen- 
dant la rotation, un plan qui coupe le plan meridien suivant une bori- 
zontale, et est incline vers Test d'un angle £. Le rayon incident corres- 
pondant au rayon reflechi horizontalement du nord au sud dans le 
meridien decrit done, de Thorizon sud ^Thorizon nord, le meme plan, 
pendant que la normale passe de la position horizontale ii la verticale. 
Le rayon incident est done celui que recevrait une lunette meridienne 
dont Taxe des tourillons aurait une inclinaison €. 

En resume, le rayon incident qui donne le rayon reflechi du nord au 
sud, suivant Taxe de la lunettCt est celui que recevrait une lunette me- 
ridienne dont I'erreur azimutale serait a + /3, I'erreur de collimation 
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a + jS + 7, et rinclinaisoD €, tous ces angles etant compt^s positive- 
ment comme je Tai d^fini, c'est-k-dire de maniere a amener dans la 
lunette une etoile qui n'a pas encore atteint le meridien. 

Des lors, la formule de reduction de rinstrument des passages s*ap- 
plique au siderostat, et Ton a, en employant celle de Tobie Mayer, 

cos(9 — I — 3) , ^,sin(9 — I — 3) , . x . % 

COSO ^^ COSO r i/ 

Nous ne pouvons d'ailleurs observer que des passages superieurs. 

La determination des constantes n^offre aucune difficult^. On obtien- 
dra £ par un nivellement execute dans les conditions ordinaires, Tin^- 
galit^ des tourillons ayant ete mesur^e prealablement en degageant la 
tige directrice de la fourchette et retournant le miroir. 

Si Ton determine le passage d'une Etoile au zenith hypoth^tique de 
notre appareil, on obtiendra, puisque c^= y — j, 

T = (6 -+- a-t-P -f-y)sec(9 — i). 

Une etoile k Thorizon sud, pour laquelle J= — 9o®-H(f — i), don- 
nerait 

/ o N * '>a -f- ?.6 -hv 

^ ^ " sin(<p — 

L'observalion des passages de deux groupes d'etoiles* les unes voi- 
sines du zenith, les autres voisines de Thorizon, permettra done d'ob- 
tenir des valours suffisamment exactes de a + jS et de y. II est d'ail- 
leurs impossible de separer ici les deux constantes a et ^, qui en eflet 
jouent le meme role par rapport k Tinstrument. Mais on pourra deter- 
miner a Tavance Tangle /3 par des observations faites sur le miroir de- 
gage de sa liaison avec la fourchette. Si en efiet on amene le miroir 
successivement dans les deux positions verticales de part et d'autre de 
Taxe, ces deux positions de la surface reflechissante comprendront 
Tangle 2/3, qu'il s*agira de mesurer. Or cette mesure s'effectuera a 
Taide d'un theodolite, par les memes precedes a Taide desquels on 
mesure Tangle r^fringent d'un prisme. On pourrait croire qu*il est tou- 
jours possible au constructeur d'annuler Tangle jS : car la surface du 
miroir coincide rigoureusement avec le plan qui passe par les bords du 
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bai'illet, et Ton pourrait roder ceux-ci jusqu*k ce qu*un niveau, pose 
sur les tourillons et pos^ sur les bords du barillet, donnat la ineme 
iridinaisoD. Maisil faut remarquer qu'un rodage a eteefTectuc pour as- 
surer la perpendicularite bien autrement importante de la queue direc* 
trice a la surface du miroir; l*erreur de position de la surface, par rap- 
port aux tourillons, est done de celles qu*il faut subir sans pouvoir la 
corriger : il nous suflit qu*elle ne soil pas trop considerable. 

Les determinations qui precedent n'ont pas en effet pour but de 
transformer le siderostat en un instrument des passages, pretention 
bien opposeea la pensee dans laquelle il a ^te construit; ellcs doivenl 
seulement nous donner les valeurs approchees des deviations de la 
lunette et du miroir, afin de nous permettre de les reduire h des erreurs 
suffisamment petites pour que, dans I'usage ordinaire de Tappareil, ie 
calage des cercles d'angle boraire et de distances polaires permette de 
trouver immediatement Tastre cbercbe, et que les observations micro- 
metriques de deux astres voisins donnent leurs positions relatives avec 
unc approximation egale a celle que Ton demande aux observations 
equatoriales. Unc minute d*arc en distance polaire, dix a quinze se- 
condes de temps en ascension droite, telles sont les limites autour des- 
quelles doivent osciller les erreurs largement acceptables. L*appareil, 
considere comme instrument meridien, pourra, paries observations 
precedentes, etre amene a ne presenter pour les ascensions droites que 
des erreurs beaucoup moindres. Si d*ailleurs il etait necessaire d*ob- 
lenir plus rigoureusement les coordonnees d*un astre, on determinerait 
les corrections absolues de Tinstrument dans la position qu*il occupe 
par Tobservation d'une belle eloile suflisamment rapprocbee de Tastre, 
ainsi que cela se pratique avec Tequatorial. 

Ce premier reglage effectue, le plan median du siderostat coincide 
a fort peu pres avec le meridien; la lunette estelle-meme dans ce plan, 
et la normale au miroir ne s*en ecarte que fort peu pendant la rotation 
de celui-ci autour de ces tourillons. II reste a regler I'inclinaison de 
Taxe polaire, et enfin a verifier si la condition fondamentale de la 
construction du siderostat, savoir Tegalite des longueurs OM et OF, est 
exactement remplie. Nous aliens proceder k ces determinations par 
des observations faites encore dans le plan du meridien. 

Soit {^g. 5) le centre du cercle des distances polaires, HH la 
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trace de Thorizon sur Ic plan du meridien, OP i'axe du iiionde, On I'axe 
polaire de rinstrument, OL la direction de la lunette, deja exactemenl 
reglee. Soit OP la fourchette, supposec trop courtc deFF'=a; la queue 
du miroir prend la direction F'L, qui repondrait a la position OF d'une 

Fi(j. 5. 




IJU... . 



f'ourchelte de longueur normale. Le rayon incident qui se reflechit sui- 
vanl OL est done S'O, prolongement de OF; tandis que la lecture faite 
sur le eercle de dcclinaison correspond a la direction OS, prolonge- 
ment de OF'. 

Dans ces conditions, appelons P la distance polaire, affectee de la 
refraction, de Tetoile vue dans la lunette, n la lecture correspondante 
sur le cercle des distances polaires, c'est-k-dire Tangle SOn, le zero 
de cc cercle ayant ete regie comme nous Tavons dit. Appelons 

X Tangle POn. 

i Tangle HOL, 

Gj Tangle SOS', 

9 la latilude du lieu ou Tangle POH', 

tons ces angles etant comptes dans le sens des distances polaires; nous 

aurons 

P = n -f- X 4- &). 

ID. 
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L'angle co a pour expression sufKsamment approchee 






/— 



cot iFOL ^206265''= 7-^^ coii(n 4- X -4- 9 - I) 206 9.65% 



tant que Tangle FOL ne devient pas tres-petit. 

Si done on observe dans le meridien une s6rie d'etoiles connues, la 
correction k apporter aux lectures faites sur le cercle des distances 
polaires, pour obtenir leur distance au pole, se composera d*une partie 
constante et d*une partie variable avec n. 

Le caractfere auquel on reconnaitra Tegalite de longueur de la four- 
chette et de la distance OL sera done la possibility de ramener les dis- 
tances polaires lues sur Tinstrument k leur valeur vraie par Temploi 
d'une correction constante, qui constituera la correction de collimation 
du cercle des distances au pole. S*il n'en est pasainsi, si au contraire la 
correction n^cessitee par les observations va en croissant depuis Thori- 
zon sud jusqu'au pdle, limite des observations possibles, on en con- 
clura que la fourchette est plus courte que la distance des axes OL; 
elle sera plus longue si la correction prise avec son signe va en de- 
croissant, et meme change de signe. 

II faut alors avoir le moyen de ramener a Tcgalite les deux lon- 
gueurs OF et OL. Le miroir et I'axe polaire etant fix^s sur le meme 
socle en fonte, c'est la longueur de la fourchette qui doit etre la quan- 
tite variable. A cet efTet, la queue cylindrique qui tourne dans les col- 
lets portes par le cercle des distances polaires est maintenue par deux 
anneaux qui pressent en sens contraire centre ces collets, et que Ton 
peut deplacer d'une petite quantity en les faisant tourner sur un pas de 
vis. Uu contre-ecrou les maintient ensuite en place. Par des tatonne- 
ments reguliers, on amenera ainsi la fourchette a la longueur voulue. 

On facilitera ces tatonnements par des observations faites au voisi- 
nage de Thorizon sud; alors en effet la correction ot> se reduit sensi- 
blenient a zero, etla difference P — IT fait connaitre une valeur appro- 
chee de X. On peut ensuite des autres observations, faites aussi pres 
que possible du pole, deduire des valours de la correction o, qui per- 

mettront de calculer le rapport j avec une approximation suffisante 

pour guider les retouches a faire subir a la fourchette. 



/ 
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Une fois Tegalit^ obtenue, il est n^cessaire qu'elle se conserve mal- 
gte les variations de temperature : la fourchette doit done etre con- 
struite du meme m^tal que le socle lui-meme. L'impossibilit^ d'equili- 
brer la fourchette dans les conditions de construction que nous imposait 
le modele execute sous les yeux de L. Foucault nous a conduits a faire 
la fourchette en aluminium. II est utile de calculer quelle erreur pent 
en r^sulter* pour une variation de temperature donnee, sur la distance 
polaire d'une etoile. La lunette ^tant suppos^e horizontale, I'erreur eo 
sera trfes-approximativement, pour chaque degre de variation de tem- 
perature k partir du point ou Tegalit^ a lieu, 

w = (A^~ *) coti(n 4- 9)206265". 

Ici la difference k — k des coefficients de dilatation est 0,0000 r 1 1 . 
Par consequent nous aurons 

Au p61e w = 5", 

Au zenith o) = 2'% 3. 

Ainsi, ^ TextrSme limite des observations possibles, il faudrait une 
variation de la degres pour produire une erreur de i minute sur la 
position de Tetoile. Au zenith, la variation de temperature devrait etre 
environ aG degr6s. A partir de ce point, Terreur diminue tres-rapide- 
ment jusqu'^ I'horizon, ou elle est nulle. En r^alite, Tintroduction de 
la fourchette en aluminium ne produira pas, dans Femploi de Tappa- 
reil, d'erreurs sup^rieures k celles qu'on doit attendre de I'imperfection 
du reglage. La loi des variations de la distance polaire ^tant d'ailleurs 
connue, il sera facile, si Ton en sent la necessite, de construire une 
table de correction pour les diverses temperatures. 

Nous avons remarqu^ que, si Ton m^ne par le centre de rotation de 
la fourchette un plan TT perpendiculaire k la direction du rayon refl^- 
chi, la tige direclrice du miroir, dans son mouvement, trace sur ce 
plan la projection stereographique du lieu parcouru sur la sphere par 
Textr^mite de la fourchette, le point de vue etant au centre du mi- 
roir. Lorsque la fourchette n'est pas egale k la distance de son centre 
de rotation au centre du miroir, cette propriete subsiste encore, 
avec cette difference que le point de vue est situe en dedans ou en 
dehors de la sphere d^crite par Textremite de la fourchette, suivant 
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que celle-ci est trop longue ou trop courte. De la, la (lelcrmiuaiiou 
generale de TeiTeur resultant de ceite inegalite. Soil /— a la longueur 
de la fourchoUe ; on trace sur le plan pris commc tableau la projection 
perspective de Texlremite de la fourchette, en prenant le point de vuea 
la distance /. Les coordonnees du point du ciel qui se trouve sur le pro- 
longement de la fourchette sont les lectures faites sur les deux cercles, 
savoir TI et A (Tinstrument ^tant suppose bien regl6 d'ailleurs). II 
s'agit de trouver les coordonnees P et H du point du ciel qui se voit 
actuellcment dans la lunette. Or ces coordonnees sont ^videinment les 
synnetriques par rapport au centre de rotation de la fourchette de celles 
de Textremite d'une fourchette ideale de longueur /, qui donnerait k 
la tige directrice du miroir sa position actuelle. La projection stereo-- 
graphique de cette extr^niite sur le tableau est done la meme que la 
projection perspective qu*on vient de determiner. Le probleme est, par 
suite, ranoene a celui-ci dont tous les elements sont connus : Etant don- 
nees les coordonnees 180®-+- net 180®-+- A d'un point silue sur une 
sphtire de rayon /—a, trouver des coordonnees 180®-+- P et 180** -4- H 
du point dont la projection stdreo graphique coincide avcc la projection 
perspective du premier sur le meme plan et pour le m6me point de vue 
situe a une distance / du centre de projection. 

Mais il n'est pas necessaire de resoudre ce probleme dans toute sa 
generalite pour reconnaitre la loi des erreurs commises sur la position 
d'une etoile. Remarquons que la construction que nous avons faite 
[fis* ^) P^u^ 1^ pl^^ du meridien est toujours valable pour un plan 
quelconque passant par la direction constante OL du rayon reflechi et 
par la fourchette OF'. Dans ce plan, quel que soit son angle avec le plan 
vertical, Tetoile vue est toujours S', tandis qu*on lit les coordonnees 
de Tetoile S : les deux etoiles sont done toujours dans un meme plan 
passant par OL; et dans ce plan la variation de leur distance angu- 
laire SOS' est representee par Texpression 

w = 7-^^ cot j FOL, 

d'une mani^re suffisamment approchee tant que Tangle FOL ne devient 
pas Ires-petit. 

L'erreur va done en croissant quand Touverture de Tangle de la 
fourchette et du rayon reflechi va en diminuant. 
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Or, dans la projeclioD perspective que trace la tige direclrice sur le 
plan TT' perpendiculaire au rayon reflechi, la droiteO/est la projec- 
tion de la fourchette, et cette projection a aussi pour valeur OLcot |FOL : 
ellc est done proportionnelle a Terreur commise. Si la fourchette ou 
son prolongeinent parcourt un grand cercle passant par la direction du 
rayon reflechi* I'erreur va eu croissant de zero a Tinfini. Si Ton force 
la fourchette a tourner en faisant un angle constant avec OL, Terreur 
reste constante : des circonferences tracees sur le plan du tableau au- 
tour du point comme centre representent done les eourbes d'egale 
erreur. Le rayon d'une circonference ou la projection perspective de la 
fourchette represcnte Terreur dont sont affectees, dans le plan passant 
par OL les positions des etoiles dont les projections sierdographiques 
sont situees sur cette circonference. 

Lorsque Tangle de la fourchette avec la direction OL devient tres- 
pctit, Texpression de Terreur devient inexacte. Mais la construction 
precedente est toujours valable et fait voir ce qui se passe. 

Soit une fourchette trop longue; le rayon incident se rapprochant de 
rhorizon nord hypothetique, ou la fourchette de la direction opposee 
OL, il arrive un moment oil le rayon visuel est parallele au plan du 
tableau : les etoiles qui se trouvent sur le petit cercle, base du cone que 
decrirait celte position du rayon incident en tournant autour de OL, 
sont les dernieres qui puissent se voir dans la lunette. La fourchette 
continuant a se rapprocher de OL, sa projection devient imaginaire : 
le prolongement seul du rayon visuel rencontre le tableau. Tout Tin- 
terieur du cone echappe a Taction reflechissante du miroir. En effet, 
celui-ci s'incline de maniere a tourner vers la lunette la face non retle- 
chissante, et bascule tres-rapidement pour arriver a la position verti- 
cale qu*il atteint quand la fourchette coincide avec OL. 

La fourchette trop courte produit sur le miroir un effet exactemenl 
inverse. II y a encore autour du point de Thorizon nord, siiue sur le 
prolongement de la lunette, un petit cercle dont les etoiles sont les 
derniferes que puisse faire voir le miroir; tout ce qui est inlerieur 
echappe a son action; mais a partir de la position oil le rayon visuel est 
tangent k la sphere /—a, le miroir revient sur les positions qu'il a deja 
occupees, les parcourt toutes avec une rapidite extreme et, quand la four- 
chette coincide avec OL, renvoie a la lunette lesravonsvenantsuivantLO. 
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li n'est pas inutile de remarquer que ces positions singulieres du 
miroir sont purement th^oriques, et que les petits cercles d'invisibiliti 
appartiennent k une region du ciel qu'il est impossible d'atteindre. 

Reprenons le sid^rostat fix^ dans le meridien et supposons qu*on ait 
rectifie la longueur de la fourcbette comme nous venous de le dire, ou, 
cc qui revient au meme* qu'on ait determine* par des observations faites 
au voisinage du p61e et pr^s de Thorizon, les elements de la correction. 

Une serie d'observations de distances polaires faites sur des ^toiles 
connues, dans le meridien, determinera alors Terreur de collimation 
du cerclc des distances polaires, c'est-k-dire Terreur X de Tinclinaison 
de Taxe. On agira sur la vis du socle de maniere k corriger cette er- 
reur : car nous avons vu qu'il importe peu de conserver la verticalite 
du support du miroir. Mais ce changemont d'inclinaison entraine un 
changement egal dans Tinclinaison de la lunette : il faut done de nou- 
veau rectifier celle-ci. Apres quoi le sid^rostat doit se trouver comply 
tement r^gle et pret pour Tobservation. 

Les observations astronomiques peuvent se faire a Taide du sid^ros- 
tat, de deux manieres, le miroir restant fixe ou tournant sous Taction 
du mouvement d'horlogerie. 

Si Tobservateur veut determiner les positions relatives de deux 
astres un peu eloignes, il arrSte le mouvement d'horlogerie> et observe 
dans le miroir fixe» comme il ferait a Taide d'un appareil parallactique 
ordinaire, mais sans avoir a se deplacer lui-meme, quelle que soit la 
portion du ciel qu'il explore. Cetavantage, il est vrai, se trouve achet^ 
par un inconvenient, qui a paru a quelques astronomes constituer une 
objection contre I'emploi du sid^rostat dans les mesures microm^tri* 
ques, mais doni il ne faut pas cependant s'exag^rer la gravity. La di- 
rection apparente du mouvement diurne change chaque fois que Ton 
deplace le miroir ; chaque nouvelle determination des positions rela- 
tives des deux astres exige doncun nouveau reglage de la direction des 
fils du micrometre. L'exp^rience a montre que ce memo inconvenient, 
qui existe dans Tusage des telescopes k oculaire mobile, n'entraine pas 
une perte de temps considerable; il est done permis de ne pas s'en 
preoccuper ici outre mesure. Nous aliens voir d'ailleurs comment on 
peuty remedier. 
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L*effet de cette variation dc la direction apparente du mouvement 
diurne est h prendre en plus serieuse consideration, lorsque, le miroir 
elant en marche 9 on voudra effecluer des mesures microm^triques 
d'^toiles doubles. Cette direction, en effet, est Forigine des angles de 
position, et puisqu'elle varie a chaque instant, la mesurede ces angles 
semble rendue impossible. Mais k un inslrunient nouveau, repondent 
des m^thodes particuli^res de mesure. On ne demande pas a un instru- 
ment azimutal les ^l^ments que fouruit directement un equatorial. Ici 
la fixite du micrometre engagera probablement ^ mesurer les angles 
de position a partirde la verticale ou de rhorizontale. La connaissance 
de rheure de Tobservation suflfira ensuite pour reduire les observa- 
tions k la forme ordinaire. 

Soient a^^yt z les coordonnees du point du ciel actuellement reflecbi 
dans Taxe de la lunette, par rapport k trois axes rectangulaires conve- 
nablementchoisis;.4T',y, z' les coordonnees du point oiile rayon refle- 
cbi va peroer le ciel. Si le point observe se deplace de manifere que ses 
coordonnees deviennent x-h 5a?, y-+- 5y, z -+- 5z, celles du rayon re- 
flecbi se cbangent en a/ — 5a?, y — iy^ z' — iz. II est done facile de 
d^duire de la direction du mouvement de Tastre celle du mouvement 
du rayon reflecbi. 

La position de Tastre dans le ciel 6tant donn^e par sa distance po- 
laire P et Tangle boraire H du cercle de d^clinaison sur lequel il se 
trouve, d^terminons nos coordonnees rectangulaires par rapport a un 
systeme de trois axes, dans lequel la partie positive de Taxe des z est 
perpendiculaire k Tequateur et dirig^e vers le p61e nord, tandis que les 
axes des x et des y sont dans le plan de T^quateur, la partie positive 
de Taxe des x passant par I'origine des angles boraires, et la partie 
positive de Taxe des j par le point dont Tangle boraire est 90 degres. 
L'origine est d'ailleurs au centre du miroir. Nous aurons 

x = sinPcosH, ^ = sinPsinH, z = cosP. 

L'astre se mouvant sur un parallfele, P reste constant, H seul varie. 
On d^duit de Ik 

d j; = — sin P sin H . iU, 3jr = sin P cosH . dH, dz = o. 

Annalet de VEcole Nor male. 2* Serie, Tome I. II 
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La direction du mouvement du rayon reflechi est done, dans le plan 
de Tequateur, donnee par la relation 



5r 



= tang a = — lang H. 



Pour projeter cette direction sur le plan perpcndiculaire a Taxe de 
la lunette* c'est-a-dire sur le plan des fils, il sufBt de multiplier par 
cos (9 '-i)f <p etant la latitude du lieu» et 1 Tinclinaison de la lunette 
au-dessous de Thorizon : 

langtj; = — tangHcos(<p — 1). 

Lorsque T^toile est dans le plan horaire de six heures avant le me- 
ridien, H = 1170'', la direction du mouvement apparent est verticale et 
de bas en haut; elle se rapproche ensuite de Thorizontale, et dans le 
meridien est dirig^e de Test a Touest. Elle devient de nouveau verti- 
cale etdirig^e de haut en bas» lorsque I'etoile atteint le plan horaire 
de six heures apr^s le meridien. 

Le miroir parcourant un cercle de d^clinaison, P varie seul, et Ton 
a, dans T^quateur, 

— = cotangH = const. 

La variation de distance polaire n'a pas d'influence sur la direction du 
mouvement apparent dans la lunette. 

Si Ton observe sur le miroir immobile la distance de deux astres 
voisinSt petite planfete et etoile de comparaison, on amfenera le fil a 
ia direction parallMe au mouvement diurne, a Taide du cercle de po- 
sition du micrometre et d'une table des valeurs de i{^ construite a 
Tavance. Si le miroir se meut par Taction du mouvement d'horlogerie, 
on laissera le micrometre immobile et ses fils dans la direction des 
axes Ox et Oy : Theure de Tobservation permettra alors de reduire a 
la forme ordinaire les distances mesurees suivant ces deux axes. 

Si Ton supposait un heliostat renvoyant le rayon r^fldchi suivanl 
Taxe du monde, comme Theliostat de Fahrenheit, on aurait 4^= •— H. 
On peut obtenir le memc resultat a I'aide de deux miroirs disposes 
comme ceux du polemoscope des anciens, c'est-a-dire montes a /|5 de- 
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gr^s sur deux axes recUngulaires autour desquels ils peuvent lourner. 
Dans ce cas, la direction du mouvement apparent varie avec Tangle 
horaire et avec la declinaison de Tetoile observee. Mais il suffit que le 
microinMre fasse corps avec Taxe polaire pour que le BU une fois r^gle 
pour la declinaison, suive le mouvement diurne, malgri la variation 
d'angle horaire. Les considerations dans lesquelles je suis eotre sur le 
veritable role des instruments a reflexion permettront de decider, dans 
chaque cas particulier, quelle est la construction la phis avantageuse 
en vue du but qu'on se propose d*atteindre. 

La variation de direction du mouvement diurne, inberente au side- 
rostat, doit etre consid^ree surtout lorsqu'il s'agit d'appliquer Tinstru- 
ment a la photographic d'un astre dediametre sensible, comme la Lune 
ou le Soleil. Que le siderostat soit employe, par exemple, a projeter 
rimage agrandie du Soleil sur un ^cran, cette image, dans Tintervalle 
de douze heures, tournera sur elle-meme d'un demi-tour, les points 
qui se trouvaient en has au matin venant au soir eccuper la partie 
sup^rieure de T^cran. C'est la un veritable inconvenient si Ton veut 
dessiner cette image : pour la photographic du Soleil, il devient nul, 
puisque la dur^e de la pose ne doit pas depasser une (res-minime frac- 
tion de seconde. Quand il s'agira de la Lune, la duree sera un peu plus 
longue; cependant jVi obtenu autrefois, avec M. Rayet, de bonnes 
images de cet astre sur collodion ordinaire par une exposition d'une 
demi-seconde : la variation du mouvement horaire pendant ce temps 
nesurpasse pas la variation de declinaison de I'astre, qui reste toujours 
un obstacle r^el ^ Tobtention de bonnes images lunaires, m^me lors- 
qu'on fait usage d'instruments equatoriaux ordinaires. Dans tous les 
cas, par consequent, la solution de la ditficulte reste la meme : arriver 
k rinstantaneite d'impression. 

Cette instantaneite est imposee d'ailleurs par la necessite d'echapper 
a rinfluence des agitations de Tatmosphfere; la plaque photogra- 
phique ne pent en effet, comme Toeil, choisir entre les impressions 
successives celles-la seulement qui donnent une bonne image. Si 
Texposition se prolonge, Fimage resultante est la superposition con- 
fuse de toutes les images partielles. L'instantaneite et le hasard 
guid^ par un bon choix des circonstances atmospheriques peuvent 

seuls donner d'excellents resultats photographiques. Par consequent 

II. 
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ici les coaditioDs necessaires au succes de roperation sont d'accord 
avec celles qu'impose la construction de rinstrument employe. 

Je crois n'avoir, dans T^tude qui precede, dissimulS aucune des 
objections qui peuvent 6tre faites ^ Temploi du siderostat comme auxi- 
liaire de TAstronomie physique. La pratique de I'instrument fera con- 
naitre sans doute de meilleures solutions que celles que j'ai proposees; 
elle revelera peut-etre aussi de nouvelles difficultes; j'aurai atteint le 
but que je me suis propose en publiant ce travail , si j*ai fait com- 
prendre la pensee qui a preside k la construction du siderostat, et le 
role que Foucault attribuait, dans I'Astronomie pratique, aux instru- 
ments a reflexion. 
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Beaucoup de physiologistes ont eludid la fonctioD electrique dont 
certains poissons sont dou^s. Le nombre des especes pourvues d'appa- 
reils electriqueSy restreint nagufere encore k cinq seulement ( *), s'est 
notablement accru depuis que M. Robin a montre que toutes les especes 
du genre Raie poss^daient, k un etat plus ou moins rudimentaire, Tap- 
pareil et la fonction electrique. 

D'autre part, Tanalyse de cet acte singulier qu'on appelle ddcharge 
electrique^ a &te de mieux en mieux ^tudiee k mesure que les physi- 
ciens ont mieux connu eux-mSmes les differentes proprietes de I'agent 
electrique. 

Au xviii^ sifecle on ecrivait, en parlant de la Torpille, que a ce pois- 
son, lorsqu'on le touche» lance un venin qui paralyse et endort la main 
du pecheur >. Muschenbroeck, au si^cle dernier, reconnut la nature 
electrique de la decharge de la Torpille. Walsh, en 1778, vit 6gale- 
ment que Tengourdissement produit par la Torpille ne differe en rien 
de celui que provoquc la decharge d'une machine Electrique. 11 prouva, 
par un grand nombre d'expEriences, que c'est bien de Felectricite qui 
est produite par ce poiisson. II en soumit la decharge k une serie 
d'epreuves dans lesquelles elle se comporta comme TelectricitE des 
machines. Ainsi, il reconnut qu'on peut impunemeut toucher Tanimal 



(') Les cinq especes anciennement connues 4taient la Ra/a torpedo, le Gymnotus electri- 
cus^ le SiUirus eiecirieus, le T^iraoeion eleciricns et le Trichiurus electricus. 
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en prenant pour iDterniediaires des corps non conducteurs de Telec- 
tricitc. De plus, il fit circulcr la decharge a Iravers une chaine d*indi- 
vidus qui se tenaient par la main, et tous ressentaient eette commolion 
singuliere qu'on produit avec la bouteille de Leydc. 

Plus lard Davy oblint, avec le courant de la Torpille, la deviation 
du g.'^lvanomelre, Taimantation d*aiguilles d'acier placees dans une 
spirale de laiton traversee par la decharge, et la decomposition de Teau 
salec. Bocquerel et Breschet verififerent les mSmes faits et vircnt que, 
dans le fil du galvanometre, le courant circule du dos au ventre de 
Tanimal. 

La demonstration de Tetincelle vint plus tard encore : le P. Linari 
et Matteucci ont obtenu cette etincelle en rompant de differentes ma- 
nieres nn circuit melallique a travers lequel passait le courant de la 
Torpille. Le proc^de le plus ing^nieux est celui dans lequel Matteucci 
se scrvit d'une lime dans les conditions suivantes. 

Une plaque metallique adh^rant k un fil de laiton est plac^e sous le 
ventre de la Torpille; sur son dos on pose une lime sur laquelle on 
frotle Textr^mite du fil metallique. On irrite Tanimal pendant ce temps, 
et Ton voit, si Ton est place dans robscurit^, une ou deux etincelles 
jaillir entre la lime et le fil de laiton. La production de 1 etincelle* arrive 
si la rupture du circuit se fait au moment precis du passage du cou- 
rant de la Torpille. On congoit dbs lors le rdle de la lime, qui, produi- 
sant sous la friction du laiton une serie de clotures et de ruptures du 
circuit a de trfes-courts intervalles, doit n^cessairement produire une 
de ces ruptures coincidant avec la decharge, pour pen que celle-ci ait 
de duree. Notons en passant que ce fait, que deux Etincelles aient pu 
se produire pendant la decharge de la Torpille, montre bien clairement 
que cette decharge a une duree appreciable, mesuree, au moins, par le 
temps qui s'est Ecoule pendant le passage du laiton sur deux dents suc- 
cessives de la lime. Moreau r^ussit h recueillir cette electricite sur un 
condensateur, ce qui lui permit de mesurer les variations d'intensite de 
cette decharge, d'aprfes les indications d'un electroscope k feuillcs d'or. 

On voit par quels degr^s successifs a passe la connaissanee du phe- 
nomene electrique produit par la Torpille. Sur ce point les progres de 
la physique se sont transportes un a un dans le domaine de la physio- 
logic. La decouverte des machines electriques de tension a permis a 
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WaUh de di§moDtrer la nature 6Iectrique de la d^charge. La decouverte 
de la pile de Yolta, de ses actions electrolytiques» de son influence sur le 
galvanometre, de I'^tincelle qui accompagne la rupture de son circuit, 
provoquerent des recherches nouvelles qui montrereot que les memes 
phenomfenes se produiseut ainsi dans la d^charge des poissons elec- 
triques. 

Au point de vuo pby^ologiqnCt la question se pose aujourd'hui dans 
des lermes tr^s-simples. A-t-on toutes les notions possibles actuelle- 
ment sur T^lectricit^ des poissons ? A-t-on soumis la d^charge de ces 
animaux ^ toutes lea experiences qui permettent de caracteriser et de 
classer entre elles les differentes manifestations de T^lectricite de nos 
machines? Assurement non. La d^charge de la Torpille, telle que nous 
la montrent les travaux que )e viens de citer rapideroent, nous apparait 
comme un ph^nomfene hybride, participant h la fois de la decharge des 
macbines de tension et des courants de la pile. De nouvelles rechercbes 
seront done nScessaires pour determiner, ii ce point de vue, les carac- 
tferes de Telectricite des poissons, et pour assigner leur place dans la 
serie des differentes manifestations connues de Tagent electrique. 

Gonsid^ree au point de vue pbysiologique, c*est-k-dire eomme fonc- 
tion animale, la decbarge de la Torpille n'est pas moins curieuse a 
etudier. Ce pbinomfene, que Tanimal produit it sa volenti on k titre 
d'action reflexe, qui eclate par Texcitation artificielle des nerfs, qui 
s*epuise par Taction meme, comme le mouvement dans un muscle 
fatigue » qui prend naissance dans un appareil special de structure 
bizarre, mais toujours a peu pres constante chez les differentes especes 
de poissons dlectriques; cet acte, dis-}e, k quoi se rattacbe-t-il au point 
de vue de Tensemble des fonctions animales? A-t-il quelque analogic 
avec une autre {bnction connue et bien etudiee ? En ce cas, soumet- 
tous-le k des Etudes nouvelles^ en vue de controler les vues philoso- 
pbiquesqui nous porteraient k assimiler la function electrique a quelque 
autre function. 

Ici le plan d'itude est te meme que tout k Tbeure. Cest en soumet- 
tant le pbenom^ne qui nous occupe k une serie d'epreuves physiologi- 
ques qu'on arrivera k reconnaitre ses analogies avec d'autres pheno- 
mfenes dont I'organisme vivant est le theatre^ et a determiner sa place 
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dans rharmonieux ensemble des fonctions de la Tie. Un rapide coup 
d*oeil montrera T^tat de la question au point de vue anatomique et 
physiologique. 

Structure de Vappareil ilecinque des poissom. — Chez tons les poi&i 
sons electriques I'appareil qui fournit la decharge pr^sente k peu pres 
la meme structure, mais diff^re par sa forme ext^rieure. Ainsi, chez la 
TorpiUe, les deux appareils, situes de chaque c6t^ de la tSte, sont, au 
point de vue de leur contour* de figure reniforme, le hile 6tant tourne 
en dedans, du c6t6 des branchies. Quant k Tepaisseur de ces organes, 
assez considerable k la partie interne, elle va en-diminuant d'une fa^on 
graduelle, de sorte que Tappareil Slectrique est trfes-mince k son con* 
tour ext^rieur, pres duquel s'implantent les nageoires pectorales du 
poisson. L'appareil du Gymnote s'^tend le long du corps de Tanimal, 
il occupe les trois quarts de sa longueur, et forme de longs faisceaux 
sym^triquement places sur les parties laterales du corps. Chez le SUure^ 
I'organe electrique enveloppe k peu prfes tout le corps, formant un re^ 
vStement sous-cutane. 

Sauf ces diffi6rences de disposition generale, Tappareil electrique 
presente, d'une espece k I'autre, de grandes analogies. D*apr^ De La 
Rive, il est form^ de vdsicules contenant un liquide l^gferement albu- 
mineux (^ d'albumine et xo d'^siu). Ces v^sicules, aplaties comme 
des disques, n'ont que o°"",oj6 d'^paisseur, et sont empil^es les unes 
au-dessus des autres pour former une colonne prismatique hexagonale 
de 4 centimetres de haut dans les points les plus ^pais de Tappareil 
electrique de la Torpille. Ces prismes sont hexagonaux, comme cela 
arrive k tons les faisceaux de tissus organiques qui sont disposes paral- 
lelement entre eux, et qui sont comprim^s les uns contre les autres. 

On ne pent s'empecher de reconnaitre une certaine analogic entre la 
structure de ces appareils k disques empiles et celle de la fibre muscu-^ 
laire striee, qui, dans des dimensions beaucoup plus petites, presente, 
elle aussi, Tapparence de disques empiles. 

Le Gymnote possede un appareil analogue k celui de la Torpille, avec 
cette difference, que les dimensions du disque el^mentaire, comme 
celles do Tappareil tout entier, sont beaucoup plus considerables. Ainsi 
chaque disque a pour epaisseur environ o"">,i 5; Torgane tout entier, 



SUR LA TORPILLE. 89 

8ur un individu de taille moyenne, aurait environ 85 centimetres de 
longueur et se composerait de 4ooo disques superpose^. Le Silure^ dans 
son appareil Slectrique, n'ofTre plus le meme empilement de disques, 
mais un reseau de cellules octa^driques juxtaposees. 

Ch. Robin trouva dans ia queue des Raies un appareil qui rcQUt le 
Xkom At pseuda-dlectrique ti AoTii la structure presente une apparence 
lamellaire qui parfois rappelle Faspect de la fibre musculaire stride. 
Plus tard, le mSme auteur reconnut que cet appareil jouit reellement 
de la fonction ^lectrique, mais a un faible degre. 

Ne serait-il pas possible, dans une synthese gen^rale, d'etablir les 
caractferes communs a tons ces appareils dont la fonction presente tant 
d'analogies? C'est ce qui a 6te essaye par M. Schultze. Pour cet auteur, 
la substance homogfene qui forme cbacune des lamelles d'un organe 
electrique serait la continuation du cyUndre-axe des nerfs enormes qui 
animent cet appareil. 

Le cdt^ de ces lames qui est en rapport avec le nerf est diflerem- 
ment tourne, suivant le sens dans lequel se fait le courant electrique 
chez Tanimal observe, mais toujours ce cote correspond a la partie qui 
repr^senterait le pole negatif dans cette pile vivante. 

De ces observations, M. Schultze conclut que, si Tappareil pseudo^ 
ileclrique des Raies donnait naissance a un courant, ce dernier serait 
dirige, chez cet animal, de la tete a la queue. 

Or, six ans plus tard, Gh. Robin annonga qu'il avait obtenu sur les 
differents genres de Raies la decharge de Tappareil. Cette decharge a 
precisement lieu dans le sens prevu par M. Schultze, c*est-a-dire de la 
tdte a la queue du poisson. Mais le phenomene electrique chez la Raie 
est d'une extreme faiblesse ; un galvanometre tres-sensible ne le dece- 
lait qu'^ la condition qu*on choisit, pour Tapplication des rheophores, 
les points ou Tappareil electrique n'est separe de la peau par aucune 
couche musculaire. 

La composition chimique de Tappareil electrique des poissons, com- 
par^ea celle du muscle, presente une frappante analogic avec celle-ci. 
Parmi les substances bien caracterisees, on y a trouve Vurie, la crea^ 
tinine^ une grande quantite de synlonine (fibrine des muscles), enfin 
differents sels et matieres organiques mal determines, qui, peut-etre, 
sont identiques dans ces deux sortes d'organes. 

Annaies de I'Ecole Nor male, a* Seria, Tomo I. I* 
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II ^tait assez naturel d'assimiler k des Elements de pile les diff6* 
rentes cellules ou lamelles des appareils ^lectriques des poissons et de 
chercher, en vertu de cette idee, quel 6tait le pouvoir ^lectromoteur 
^dechacunde ces petits el^ments^ quels sont les eflets de tension qui 
resultent de Tassociation de ces couples. Or voici ce que Texp^rience a 
deinontre a Matteucci. 

Une particule del'appareil electriqued'uneTorpille, mise en rapport 
avec les coussinets d'un galvanometre, donne naissance a un couraot 
electrique dont le sens est le meme que dans Tappareil dont elle fait 
partie. Plus on augmente la longueur du prisme ainsi detach^, plus, 
par consequent, sont nombreux les Elements dc cette sorte de pile ani- 
male, plus aussi est grande la deviation du galvanometre au moment de 
la decharge. On provoque cette decharge en excitant le filet nerfeux 
qui correspond au petit fragment d'appareil electrique place sur les 
coussinels du galvanometre. Jusqu'ici, Tanalogie de Tappareil elec- 
trique avec la pile est parfaite, au point de vue des effets de tension 
qui croissent avec le nombre des elements dont on fait usage. Cette 
analogic se verifie sur tons les poissons electriques, lorsqu'on cherche 
a comparer Tintensite des courants obtenus en diffi^rents points de Tap- 
pareil. Sur la Torpille, on trouve que les decharges sont a leur maxi- 
mum quand on touche les deux faces de I'appareil Electrique k sa 
partie interne, c'est-a-dire au point oil il a le plus d'epaisseur et con- 
tient, par consequent, le plus grand nombre de disques superposes. 
Sur le Gymnote, dont les prismes electriques ont une si grande lon- 
gueur, a cause du volume plus grand des elements et de leur plus grand 
nombre, la decharge est plus forte encore; elle est proportionnee k 
Tetendue de Tespace compris entre les deux points qui re^oivent cette 
decharge. Chez le Silure, il en est de meme; on regoit une impression 
d'autant plus vivc qu'on touche des points dc Tanimal plus Eloignes 
Tun de Tautre. 

Enfin, sur une meme face de Tespace electrique de la Torpille, on 
pent encore recevoir une decharge en touchant des points dissyme-* 
triques, c'est-a-dire des points ou le nombre des elements de pile n'est 
pas le meme, a cause des differences de longueur des prismes qui le 
constituent. Ainsi, bien que la polarite soit la meme sur une mSme 
face de I'appareil, le seul fait de I'inegalite de la tension electrique 
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sur les differenls points de cette face suffil pour creer la possibilite d'un 
couraDt et pour en determiner la direction. 

En somme* la direction du courant electrique des divers poissons est 
ia suivante, chez les trois types qui ont ete etudies. 

Dans le fil du galvanometre que ce courant traverse, sa direction, 
chez la Torpille, est du dos au ventre de I'animal; chez le Gymnote, de 
la tete k la queue; chez le Silure, de la queue a la tete. II va sans dire 
que, dans le corps de TanimaU le courant doit suivre une direction 
inverse, ainsi que cela se voit dans les piles dont le courant interieur va 
du zinc au cuivre, tandis que dans le circuit exterieur il va du cuivre 
au zinc. 

Certains auteurs, toutefois, ont admis que le courant de la Torpille 
ou du Gymnote ne saurait traverser le corps de ces animaux, mais 
qu'il n'existe qu'au dehors, dans le liquide ambiant ou dans les corps 
conducteurs qui sont en contact avec I'animal. 

On disait que si la Torpille, par exemple, recevait sa propre decharge, 
elle serait pourvue d'un rooyen d'attaque ou de defense dont elle souf- 
frirait la premiere; bien plus a plaindre encore serait le Gymnote dont 
la decharge peut tuer ou tout au moins paralyser pour quelque temps 
les animaux de ia plus forte taille. Le Gymnote, toutefois, avant de 
frapper sa proie, s'enroule autour d'elle, de fa<Qon que sa decharge che- 
mine suivant la corde de Tare decrit par la courbure du poisson. 

L'experience devait intervenir pour juger cette question delicate. A 
priori^ il est difficile de comprendre que deux electricites contraires. 
libres en deux points du corps de I'animal, ne se recomposent pas a 
travers les tissus de cet animal , si ces tissus sont conducteurs. Or les 
tissus des poissons eiectriques sont parfaitement conducteurs de I'elec- 
tricite, aucune couche isolante ne vient entraver le passage du courant 
dans le corps du poisson. Ainsi, chaque fois que la Torpille, par exem- 
ple, ne se trouvera pas dans un milieu tres-bon conducteur de Telec- 
tricit6, c'est k travers son corps que devra se faire la decharge. 

Faraday a remarque que le Gymnote, quand on I'excite avec des 
corps bons conducteurs de I'electricite, donne des decharges frequentes 
et fortes, mais qu'il semble menager sa propre sensibility etrenonce 
bien vite a donner des decharges si on I'excite avec des corps non con- 

12. 
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ducteurs, de facon k le faire traverser par son ^lectricite propre. Toute- 
fois» il ne semble pas que les poissons electriques soient dou^s d'une 
bien vive sensibilite au point de vue des courants qui les traversent. 
Une tolerance speciale de leurs nerfs expliquerait comment ils ne se 
donnent pas a eux-memes de trop douloureuses commotions. Un Silure 
Alt place par du Bois-Reymond dans un aquarium que des courants 
trfes-intenses traversaient tout entier. La main piongee dans Teau 6tait 
douloureusement impressionnee par ces courants. Quant au Silure, il 
nageait dans cette eau sans paraitre aucunement souffrirt seulement il 
pronait avec persistance la meme orientation pendant toute la dur^e du 
passage du courant. Cette orientation ^tait celle qui faisait traverser le 
poisson dans sa moindre longueur. L'axe du corps etait perpendicu*- 
lairo a la direction du courant dans Teau de Taquarium. 

Rion ne repugne done a admettre qu'une sensibility moindre aux 
rllVls (le Telectricite existe chez les poissons electriques. II semble 
inoiiH' doinontre par Texperience de du Bois-Reymond que cette insen- 
sihilite speciale est bien reelle, mais il eut ete choquant pour la raison 
(rsHlmettre une faculte particuli^re par laquelle le poisson eut r^siste 
aux lois physiques de la conductibilite electrique. 

Varacteres physiologiques de la dicharge des poissons Electriques. — 
Los diiierents auteurs qui ont etudie la fonction de Tappareil electrique 
out recouru a des appareils plus ou moins delicats; les uns ont em- 
ploye, avons-nous dit, le galvanometre ; les autres ont recouru augal- 
vanoscope physiologique, c'est-a-dire a la cuisse de grcnouille avec son 
nerf prepare suivantla methode deGalvani; d'autres ont mis k proGt 
la propriete ^Icctrolytique de la decharge, etc. C*est en multipliant 
les moyens d'analyse qu'on a perfectionn^ la connaissance de cette in- 
teiTSsante fonction. C'est aussi en suivant cette methode qu'on pent 
««perer ajouter quelques notions nouvelles a celles que nous ont leguees 
iu»s devanciers. 

formation de Velectricite dans la Torpille. — Lorsque du Bois-Rey- 
itioud eut montr^ que le tissu nerveux possfede une force electromotrice 
;u»»^i grande et qu'il existe dans les nerfs vivants un courant de direc- 
H^ii constante, on pensa que les nerfs volumineux qui se rendent k Tap- 
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pareil el^ctrique des poissons y portaient r^lectricite comme les vais* 
seaux portent le sang aux organes. Matteucci a montr^ qu'un lobe vo- 
lumineux du cerveau de la Torpiile est le point d'^mergence des nerfs 
de son appareil electrique; il a vu qu'on pouvait enlever le reste du 
cerveau sans empecher I'animal de fournir des decharges volontaires 
ou reflexes, mais qu'il n'en est plus ainsi quand on detruit ce lobe, 
qu'il a appele pour cette raison lobe electrique de la Torpiile. 

Sur un animal mourant qui ne donnait plus de d^harges sponta- 
nees, il suffisait, dit Matteucci, de toucher le lobe Electrique pour obte- 
nir des decharges plus violentes que celles que Tanimal donnait volon- 
tairement pendant son itat d'activitE parfaite. 

Toutefois, on a exag^re la pensee de Matteucci quand on lui a 
attribue cette id^e : que Telectricite se forme dans le cerveau de la 
Torpiile et chemine par ses nerfs. C'est comme si Ton disait que la 
force motrice se cr^e dans le cerveau et se rend aux muscles par les 
nerfs de mouvement. L'electricite de la Torpiile s'engendre dans Tap- 
pareil special de ce poisson comme le travail mecanique s'engendre 
dansun muscle. Quand nousvoyonsse produire les ph^nomfenesd'Elec- 
tricite ou de mouvement, les nerfs moteurs ou Electriques ne sont char- 
ges que de transmettre I'ordre emane du cerveau; mais TElectricite qui 
circule dans ces nerfs n'est pas celle qui se manifeste si Energiquement 
dans la decharge de I'appareil. C'est, dit Matteucci lui-meme, comme 
si Ton confondait I'effet de la poudre k canon avec celui de Tamorce 
qui n'a servi qu'k provoquer I'explosion de la poudre. 

En somme. Taction des nerfs Electriques semble tout k fait assimi- 
lable a celle des nerfs k action centrifuge, c*est-a-dire de ceux qui pre- 
sident an mouvement. Non-seulement ces nerfs transmettent a Tappa- 
reil de la Torpiile les ordres de la volonte ou les excitations reflexes, 
mais, separes du centre nerveux et directement excites, ils provoquent 
des decharges Electriques , comme des nerfs moteurs provoqueraient 
des convulsions dans les muscles qu'ils animent. 

G'est Nobili qui a montr6 que les nerfs electriques soumis k Taction 
des courants de piles provoquent des decharges electriques dans les 
conditions oil les nerfs moteurs provoquent des mouvements. On con- 
nait les distinctions Etablies par Nobili sur les diflerentes phases de 
i'excitabilitE d'un nerf moteur qui s'epuise. Le nerf Electrique presente 
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les memes phases et r^agit de la rnSme mani^re k I'ottYerture et k la 
cloture des courants, selon que la direction de ceax-ci est ascendante 
ou descendante. 

Mais, a-t-on dit» le curare qui tue les nerfs moteurs respecte parfois 
les nerfs ^lectriques de la Torpille, de sorte que Ton pent constater k 
la fois, sur une Torpille curarisee, que la d^charge existe avec la plus 
parfaite immobilite de Tanimal et, d'autre part» que le nerf ^lectrique 
ne se comporte pas absolument comme un nerf de mouvement sous 
I'influence de ce poison. 

Ces experiences, qui semblaient d^mentir Tanalogie que tant de faits 
etablissent, furent reprises avec plus de soin. A. Moreauvit que le cu* 
rare ne respecte point les nerfs ^lectriques, seulement il les atteint un 
peu plus tard que la plupart des nerfs moteurs. Ajoutons que, parmi 
les nerfs de mouvement, il en est qui sont encore plus refractaires au 
curare que les nerfs electriques : certains filets du plexus cardiaque 
r^sistent encore plus longtemps que les nerfs electriques aux efiets de 
Tempoisonnement. 

Un autre poison employe sur la Torpille a donn^ des resultats extr^ 
mement int^ressants. La strychnine produit dans Tappareil 61ectrique 
des series de d^charges qu'on pent assimiler enti^rement a la serie de 
secousses musculaires que produit le meme poison; elle provoque sur 
la Torpille un veritable t^tanos electrique, suivant Theureuse expres- 
sion de A. Moreau. 

Enfin, les recherches instituees sur la terminaison des plus fines 
ramifications des nerfs electriques ne dementent pas Tassimilation que 
nous venous d'indiquer. Ces filets qui penfetrent dans Tappareil et vont 
animer la serie des vesicules successives qui composent chaque prisme, 
ces filets, dis-je, sont le si^ge de courants a direction centrifuge; 
jamais Tirritation d'un de ces rameaux nerveux n'a provoqu^ la d^- 
charge ailleurs que dans les parties de I'appareil situees au-dessous du 
point qui a ete irrit^. 

Toutes les experiences faites sur les nerfs de la Torpille les assimi- 
lent done entiferement aux nerfs moteurs, c'est-a-dire aux nerfs a action 
centrifuge. Mais il reste encore d'autres epreuves auxquelles ces nerfs 
moteurs out 6t6 soumis. Ainsi, les experiences de determination de la 
Vitesse de Tagent nerveux moteur ne pourraient-elles pas etre trans* 
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portees aux nerfs electriques de la Torpille? Ge temps perdu^ comme 
Helmholtz Ta nomine, qui s'ecoule entre Texcitation du muscle at la 
secousse musculaire, aurait*il un analogue dans la d^charge ^lectrique, 
et pourrait-on mesurer rintervalle qui separe cette d^cbarge de Texci- 
tation qui la provoque? 

Telles sont les questions que j'ai tente de r^soudre. J'exposerai plus 
loin mes tentatives sur ce sujet. Pour le moment, notons seulement 
cette lacune k combler dans T^tude de la fonction electrique de la Tor- 
pille, et continuous de passer en revue les travaux qui ont ^te fails sur 
ce sujet. 

Si nous continuous la comparaison de Tacte musculaire avec I'acte 
electrique, nous constatons ce fait remarquable : que la cbaleur pous- 
see k 45 degr^s detruit la fonction electrique. Or, cette meme ele- 
vation de temperature detruit aussi la fonction musculaire. II semble 
meme que ces deux effets tiennent k la mSme cause : la coagulation de 
la syntonine, qui entre dans la composition du muscle comme dans 
celle de I'organe Electrique. 

Mais, s*il fallait s'en rapporler aux etudes de Matteucci et de A. Mo- 
reau, des dilTErences fondamentales sEpareraient le muscle de Torgane 
Electrique au point de vue des phenomenes intimes qui se passent dans 
ces organes. 

Un muscle est le siEge d'une sorte de respiration par laquelle il 
exbale de I'acide carbonique et absorbe de Toxygfene ; cet acte chimique 
s'exagfere sous Tinfluence de I'activite musculaire. Cost a cette action 
cbimique qu'on attribue en general la production du travail muscu- 
laire. Rien de pareil, selon Matteucci, ne se produit dans I'appareil Elec- 
trique. A. Moreau va plus loin; d'apr^s lui, la circulation du sang dans 
Torgane electrique ne serait mEme pas uEcessaire k la production des 
dEcharges. Apr^s avoir injecte au suif les vaisseaux de la Torpille, ce 
pbysiologiste vit persister les dEcbarges electriques. 

En outre, depuis qu'il est admis que les rEactions acides ou alcalines 
influent beaucoup sur la production du travail musculaire, que les 
muscles au repos sont alcalins et que par la fatigue ils deviennent 
acides; que si par des moyens artificiels on acidifie la substance mus- 
culaire on abolit, ou diminue tout au moins, la production du travail, 
il devenait intEressant de transporter k Tappareil de la Torpille toutes 
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les experiences faites sur les muscles, en modifiant leur reaction acide 
ou alcaline. 

A. Moreau prit, sur une Torpille vivante, un certain nombre de 
prismes qu'il traversa d'outre en outre avec une aiguille. II fit dans 
chacun de ces prismes une injection acide, et vit que la fonction 61ec- 
trique n'etait pas abolie. Une injection alcaline faite dans les mSmes 
conditions respecta egalement la fonction ^lectrique. 

Toutefois Tacide azotique ^teint la fonction ^lectrique de Torgane, 
mais tout porte a croire que c'est en coagulant la syntonine, comme 
rindique la teinte opaline que prend I'organe ^lectrique au contact 
de Tacide. 

Que faut-il penser de ces experiences et de ces conclusions ? Croira- 
t-on avec Matteucci que Tappareil ^lectrique n*est pas le si^ge d'actions 
chimiques desquelles I'electricite prend naissance? Ge serait le seul 
organe qui eut le privilege de fonctionner sans Tintervention de modi- 
fications chimiques de sa substance. 

Admettrojis-nous avec A. Moreau que la circulation du sang n'est 
pas necessaire k la fonction electrique ? On sait que Ton pourrait sou- 
tenir la meme these k propos de Tappareil musculaire. Tons les phy- 
siologistes ont vu des Grenouilles dont le coeur ^tait incis^, et par con- 
sequent la circulation supprimee, et qui, malgr^ cela, sautaient et 
nageaient pendant un temps assez long. Un membre de Grenouille 
isol^ de Tanimal, et par consequent depourvu de circulation, continue 
k fonctionner. 

Mais si Ton examine de plus pres la fonction de ces muscles oil la 
circulation est supprimee, on voit que la secousse musculaire y perd 
peu a peu son amplitude et prend une duree considerable, jusqu'k ce 
qu'elle s'eteigne peu a peu. Peut-etre la decharge electrique se com- 
porte-t-elle de la meme fa?.on si Ton supprime le cours du sang dans 
I'appareil; mais ici, de meme que pour le muscle, il ne suffit pas d'un 
examen superficiel pour saisir les changements qui se produisent sous 
rinfluence d'un arret de la circulation du sang, il faut des appareils 
d^licats pour les constater. 

Les memes reflexions s'appliquent a la persistance de la decharge 
aprbs la ponction de plusieurs prismes de I'appareil et Finjection acide 
ou alcaline faite k leur interieur. Un pareil proc^de ne saurait influer 
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d'une maniere assez reguliere sur la reaction acide ou alcaline de For- 
gane electrique» rinjection aurait, ce me sembie, plus d'eflet si elle 
^tait envoy6e dans les vaisseaux sanguins de Tappareil. 

En somme, les actes chimiques auxquels sont li^s les phenomenes 
musculaires doivent avoir leurs analogues dans I'appareil electrique des 
poissons. Mais ce qui manque jusqu'ici pour afiirmer ou pour infirmer 
la ressemblance physiologique de ces deux sortes d'appareils, ce sont les 
moyens precis d'analyse de la d^charge 61ectrique. On va voir qu'il est 
possible de pousser assez loin I'etude des caracteres de cette decharge. 

Malteucci, k d*autres points de vue encore, se refusait k admeltre 
I'analogie entre la fonction Electrique et la fonction musculaire. Yoici 
Targument qu'il produisait toujours centre ceux qui admettaient une 
pareille analogic. 

Les muscles sont» a Tetat normal, le siege de courants Electriques. 
Si Ton place sur les coussinets d'un galvanometre un muscle de Gre- 
nouille coupe transversalement, de fagon que la coupe repose sur Tun 
des coussinets, tandis que Tautre est en rapport avec la surface natu- 
relle du muscle, on constate que, dans le fil du galvanometre, le cou* 
rant va de la surface naturelle du muscle k la surface de coupe. Un 
courant existe aussi sur Tappareil electrique de la Torpille, en dehors 
de toute decharge, et sa direction, pour un fragment quelconque dc 
I'appareil, est toujours la mSme. Dans le fil du galvanometre, le cou- 
rant chemine de la partie dorsale de I'animal a la partie ventrale. Tout 
est ressemblance jusqu'ici, mais que Ton fasse fonctionner les deux 
appareils, que Ton excite des contractions dans le muscle et que Ton 
provoque des d^charges dans I'appareil de la Torpille, le galvanometre 
accusera deux r^sultats bien diff6rents : dans le muscle, le courant 
aura diminuE d'intensite; il aura augment^, au contraire, dans I'appa- 
reil Electrique de la Torpille. 

Telle est I'objection de Matteucci k ceux qui font ressortir les ana- 
logies si nombreuses qui rapprochent la decharge Electrique de Taction 
musculaire. II me semble, k certains Egards, qu'on pent, dans le fait 
.que Matteucci signale, trouver un argument en faveur de I'analogie de 
fonction des deux appareils, et, de plus, certaines indications sur la 
nature intime du phEnomfene Electrique. 

Remarquons d'abord que la manifestation Electrique des muscles 
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semble tout opposee a Taction musculaire, et que la force electromo- 
trice diminue ou disparait dans le muscle au moment oil le mouvement 
s'y produit. II semble que le mouvement se substitue k Telectricitd, ou 
mSme que celle-ci se transforme en mouvement. Cette transformation 
n'a rien d'inadmissihle, aujourd'hui que nous voyons sans cesse la 
chaleur se transformer en travail et inversement> aujourd'hui que nous 
savons que Telectricit^ elle-m^me pent devenir du travail ou dc la 
chaleur suivant le cas. 

D'apres ces donn^es, Tappareil musculaire, provoque par le syst^me 
nerveux moteur, transformerait en travail relectricit^ qui se degage 
pendant son repos. L'appareil de la Torpille, au contraire, sous Tin- 
fluence nerveuse, exag^rerait seulement la production electrique dont 
il est le siege pendant le repos memo. M. le professeur Bert m*a dit 
qu'il croit avoir remarque que la Torpille, au moment de sa decharge, 
subit un abaissement de temperature. Ce fait serait en contradiction 
avec des experiences de Matteucci [Annates de Physique et de Chimie^ 
iSjSo). S*il est reel, nous aurions dans la decbarge de la Torpille, un 
exemple de transformation de la chaleur en electricite. Cette expe- 
rience est a refaire, car M. Bert ne put, parait-il, s'assurer de la realite 
de ce phenomene. 

11 me semble probable que, dans les manifestations de la vie, il 
existc beaucoup d'exemples de transformation de ce genre. La lumiere 
elle-meme, dans certains animaux, le Lampyre par exemple, semble 
jaillir sous rinfluence nerveuse par TefTet d'une transformation ana- 
logue k celle que nous venons de citer. 

J'ai cherche, dans cet expose sommaire, k montrer la tendance des 
physiologistes contemporains; il semble que la pluparl d'entre eux 
considerent Facte musculaire et la decbarge electrique comme deux 
phenomenes de mSme ordre. II faut, par des experiences nouvelles, 
controler cette opinion. Nul doute que la comparaison de ces deux actes 
ne profite k T^tude de chacun d'eux. 

La premiere lacune k combler, c'est de soumcttre les nerfs electri- 
ques et Tappareil lui-meme aux experiences delicates qucHelmhollz a 
introduites dans la physiologic des nerfs et des muscles, et par les- 
quelles on estime la vitesse du parcours de Tagent nerveux moteur, la 
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iluree et les diflerentes phaseit de I'acte musculaire. J'ai essaye moi- 
memet dans le couraot de ces dernieres sdd^s, de simpUBer les exp6- 
nonces de ce genre et do lesrendre si Taciles qu'on puisse execiiter en 
peu de temps un Dombre voDsiderable de ces mesures, afin de suivre 
les oiodificalioDs que certains agents physiques ou chimiques ameneot 
dans la fonctioa dea nerfs et dans celle des muscles. 

Telles etaient les recherches a realiser lorsque, dans le mois de juin 
de cette aunee, je me trouvai a Naples, oil les TorpilieH soat assez 
norobreuses. Le professeur Albioi avail gracieusement mis son labora- 
Loire et ses instruments ^ ma disposition. Malheureusement les appa- 
reils enregislreurs qui existaient dans le laboratoirc de Naples Etaient 
tout a fait insuQisanta, a cause de la lenteur de leur niarcbe; je ne pou- 
vais faire venir de France les appareils necessaires, i1 fallait done renon- 
cer !i mes experiences ou construire moi-mSme des appareils assez precis 
pour toules les determinations que je voulais faire. Jc pris ce dernier 
parti et construisis I'appareil dent on verra plus loin la description, et 
qui, malgr^ une execution assez grossiere, presente unc precision suf- 
lisante pour la determination que j'avais en vue. 

Description des appartik. — La fig. i represente I'appareil qui 



recoit les signaux. C'est une plaque recouverte de papier noirci & la 
fumee, glissant horizontalement sur des rails en bois. Pour entrainer 
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cette plaque, je me sers d'un lourd pendule monte sur un b&ti en cbar- 
pente. Ce pendule est forme d'une caisse de bois remplie d'environ 
1 5 kilogrammes de plomb et grenaille. Cette caisse oscille suspendue 
par deux regies verticales que traverse un axe commun situ^ en haut 
de la charpente. Au-dessous de cette caisse est une pi^ce de bois dont 
le bord inferieur est courbe suivant un arc qui aurait pour rayon la 
longueur totale du pendule. Une corde fix^e k Tarri^re de cette pi^ce et 
glissant dans une rainurei est fix^e par une longue vis en avant de la 
plancbette. Grace k cette disposition/ la corde entraine le chariot pen- 
dant Toscillation pendulaire, et exerce sa traction en restant toujours 
parallele a elle-meme. 

L'experimentateur, place a droite de I'appareiU tire k lui la plaque 
enfumee» et par Tintermediaire de la corde dont j'ai parle, devie le 
pendule de la verticale. On fixe alors la plaque en cette position au 
moyen d'une anse de fil m^tallique qui s'accroche k un elou saillant. 
L'appareil reste dans cette position jusqu'au moment oil Ton appuie 
sur une touche D qui prbduit le d^clanchement de la plaque. Alors» le 
pendule libre de se mouvoir entraine la plaque dans son oscillation, et, 
arrivee au bout de sa course, s'accrocbe et reste fix6 k cette position 
extreme. 

Quand la plaque a execute un semblable mouvement, eile a recu le 
trace fourni par des appareils dont on verra la description tout k 
rhcure. 

J'ajouterai seulement que le mouvement de cette plaque ^tant varie, 
puisqu'il est emprunte k Toscillation d'un pendule, a besoin d'etre con- 
tr6l6 a cbaque instant pour permettre d'evaluer Tintervalle du temps 
auquel correspond T^coulemenl de deux signaux successifs enregistres 
sur Ic papier. Je me servis k cet effet d'une lame vibrante [soxvfig. 3), 
Tortcment assujetlie a I'un des montanls de la charpente et portant k 
son extremite libre une masse de plomb munie d'un style qui trace les 
vibrations sur le papier noirci. 

Au moment de son passage, le pendule lui-mSme donne un choc a la 
bme vibrante qui trace ses vibrations sur le papier. 

Pour obtenir un signal £crit de la decharge de la Torpille, j'ai re- 
<\>urs au mouvement que produit un muscle de Grenouille dfes qu'on 
&il agir sur lui Telectricit^. Ce signal est recueilli au moyen d'un 
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myographe, donl \^fig. a repr^sente les principaux details. Conlre un 
des supports de I'appareil est vissee uoe plaachette Fourchufl qui porie 



I'axedt^ leyieif aaquel s'attache le masole de Grenouille. Ge levier. ier^ 
miiii& pir une pointe^cnvante. se courbe de fa^n It toucher par eott^ 
pointe la plaque enfumde qui recerra le traci. ! 

Lemufldegastro-CDdmieodeGreDDuille.reli^ par SOD tendon d'Achille 
au leyier enregistreur, est fixd, d'autre part, par une petite pinee affb^ 
rente au support de la machine, et qui, dans ses mors, dtreint lefSmiii' 
de la grenoailie. Bnfin, le nerf qui anime ce muscle repose su^ unf 
plaque de verre et s'y trouve en contact avec deux fils de m6ul par Im|- 
quels lui arrivera ['excitation 6lectrique. Cette excitation est proi^diti 
par le coarent indiiit que proToque, dans une petite bobine, la rupture 
d'an co^rant inducteur. Cest le passage mdme de la plaque enfum^ 
qui, \ un moment doand, produit cette rupture. Tout e^t done autpl 
matique dans' le fonctionnement de cet appareil, de fafon que I'cxpi^ 
riencese fait d'elle-mfime. aussitdtqu'on appuie sur tatouche D {fig. i) 
qui produit le ddclanchement du pendule. ' 

Determination du temps qui s'^coule entre I' ex-citation du nerf electiique 
de la TorpiUe et la ddcharge de son appareit. — Le plan de ('experience 
est cetui-ci : 

1° On cherchera, par une premiere experience, k quel moment du 
passage de la plaque noircie correspond la rupture du courant de pile 
qui produit Fexcitation. 

3° Puis, dirigeant le courant excitateur dans le nerf de la Grenouille, 
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La secousse elle-meme se deploie en une courbe allong^e semblable a 
celles que j'ai representees dans mes Etudes de myographie (*). 

La distance 6^ est done i'expression de retard du signal musculaire 
sur I'excitation electrique. 

3^ Temps. — Ddtermincuion du iemps qui s'ecoule entre VexciUUion 
du nerfde la TorpiUe et ta production de sa dicharge. — Une Torpille est 
preparee selon le precede de Moreau, qui, par une longue et profonde 
incision, tranche tous les nerfs electriques d*un cote. Deux aiguilles 
sont implantees dans Tun des nerfs de cet appareil, et relives par des 
conducteurs mobiles ig^ i'g' avec le courant induit de la bobiae. Oh 
rompt la communication qui, tout a Tbeure, envoyait Texcitation de 
cette bobine aux fils m, m! du myographe. G'est la decharge de la Tor- 
pille qu'on doit envoyer au muscle signal. A cet effet, une pince p 
{fig. 3), dont les mors m^talliques sont isolis Tuni de Tautrey itreint 
la moitl^ de la torpille au niveau de Tappareil dont les nerfs ont M 
coupes et vont recevoir Texcitation. Les mors de la pince sont armte de 
petites griffes qui les empSchent de glisser sur la peau de ranimaL 
Ghacun de ces mors porte un fil m£tallique> et se relie avec les excita- 
teurs m, m' du myographe. 

Pour suivre le trajet de la decharge de la Torpille k travem le cireait 
qu'elle doit parcourir» prenonsla d|^chai^e au moment od elles^ichappe 
par le mors plisice sur le dos de l*animal et entre dans le fil marqui du 
signe +, la decharge parcourt un conducteur mobile qui la porte au 
godet m', et de la a Tun des fils excitateurs du myographe; elle traverse 
le nerf de la Grenouille pour revenir, par un autre fil metallique, au 
godet m, qui, par un autre conducteur mobile, la conduit k travers le 
fil D jusqu'au mors de la pince qui est situ6 sous le ventre de la Torpille. 
A partir du nerf de la Grenouille, les conducteurs parcourus par la de- 
charge sont d^sign^s dans \^fig. 3 par le signe — . 

Les choses etant ainsi disposees, on fait fonctionner Tappareil comme 
tout a rheure, et Ton obtient le trac6 repr^sente sur la troisikme ligne 
[fig. 4)- Le signal de la Grenouille arrive en /, et prison te du reste les 
mSmes caract^res que dans Texp^rience pr^cedente. 

(' ) Maret, Du mouvemeni dans les fonctions de la vie^ p. %^% et suiv. 
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On voit que rintervalle et, qui s'6coule celte fois entre Texcitation 
et le mouvement est plus considerable que dans le cas precedent. Mais 
il est clair que Ton doit retrancher de cet intervalle le temps eg^ de- 
pense par la Grenouille, de sortc que le reste gt represcnte le temps 
que la Torpille elle-meme a consommd entre le moment oil son nerf a 
et6 excite et celui ou elle a fourni sa decharge electrique. 

Pour estimer la duree qui correspond a ces intervalles eg et gt je 
n*avais, comme on a vu, que les vibrations d*une tige munie d'un 
style {fig> 3). Ce chronographe a indications arbitraires devait eire 
gradue par comparaison avec un diapason dont le nombre de vibra- 
tions fut bien determine. Cest ce que je ne pus faire qu'k mon arriv^ 
en France. J'obtins alors, pour la valeur du temps eg consomm^ par la 
Grenouille -g^ de seconde et, pourcelle du temps ^/ consomme par la 
Torpille, -^ de seconde. Ces deux durees sont done assez voisines Tune 
de Tautre. 

Ces experiences prouvent deja qu*au point de vue fonctionnal il 
existe une analogic frappante entre la decharge Electrique de la Tor- 
pille et la secousse musculaire. La concordance de ces r^sultats ne fait 
que rendre plus interessante la comparaison de ces deux actes ^ 
d*aulres points de vue encore. 

Tentalives de determination de la vitesse de r agent neiveux dans les 
nerfs electriques el de la duree da temps perdu dans Vappareil de la Tor- 
pille. — Le temps consomme par la Grenouille et la Torpille avant de 
reagir contre Texcitation qu'elles ont regue pent se composer de deux 
elements distincts. On sait que, cbezla Grenouille, le retard du mou- 
vement tient, d'une part, au temps que Tagent nerveux met a parcou- 
rir la longeur de nerf qui separe le muscle du point excite et, d'autre 
part, a ce ph^nomene que Helmholtz a appelE le temps perdu du muscle, 
sorte de repos de Torgane qui a re^ u I'excitation et ne reagit pas encore. 
Les mSmes elements existent-ils dans le temps gi consommE par la Tor- 
pille? On sait que, pour un muscle de Grenouille, le temps perdu est d*en- 
viron j^ de seconde; il constitue done la plusgrande partie du temps e^. 
On pent avoir la preuve experimentale de ce fait en electrisant directe- 
ment le muscle de Grenouille au lieu d'agir sur le nerf. Dans ces con- 
ditions nouvelles, le signal musculaire arrive beaucoup plus t6t, il est 
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(res-voisin du point e qui correspond au moment oil i'excitation etec- 
trique a eu lieu. Mais il m'a ete absolument impossible, vu la petitesse 
des Grenouilles d'ltalie, de faire la mensuration directe de la vitesse de 
Tagent nerveux. Cette vitesse est d'ailleurs si variable, suivant les cir- 
Constances exterieures, qu'elle presente peu d*interet. 

II entrait dans mon programme de mesurer la vitesse de Tagent ner- 
veux dans les nerfs electriques de la Torpille, afin de faire la part des 
deux elements qui constituent le retard gi et de les comparer aux 
memes elements du retard eg de la Torpille. 

Inexperience consistait done a exciter successivement deux points du 
nerf electrique inegalement distants de I'appareiU et a voir quelle 
modification se produirait dans le retard du signal. 

Mais les nerfs de la Torpille traversent les branchies, oil il est diffi- 
cile de les isoler meme par une dissection delicate. De plus, les tentatives 
que Ton fait pour dissequer ces nerfs constituent une mutilation con- 
siderable qui epuise Tanimal surtout pendant les grandes chaleurs de 
Tete. En consequence, j'ai du renoncer a obtenir la repetition exacte 
de Texperience que Helmholtz a inslituee sur le systeme nerveux mo- 
teur. Toutefois, en promenant I'excitateur electrique sur differents 
points du nerf de la Torpille, j'ai constate qu*on faisait peu varier le 
moment d*apparition de la decharge. Des appareils plus scnsibles que 
ceux dont je disposais permettraient, sans doute, de mesurer cette vi- 
tesse qui m*a paru un peu plus faible que celle de Tagent nerveux 
moteur. J'ai du, pour le moment du moins, me contenter de comparer 
entre elles les durees totales qui separent Texcitation nerveuse de la 
secousse musculaire, cbez la Grenouille, et de la decharge, ehez la 
Torpille. 

Mais, s'il est difticile de determiner le temps employe par Tagent 
nerveux a parcourir le nerfde Tappareil electrique, pour le defalquer 
du temps consomme avant Tapparition de la decharge, peul-etre pour- 
rait-on, procedant de la maniero inverse, determiner la duree du temps 
perdu pour la defalquer ensuite. Rien de plus facile que cette determi- 
nation, quand elle s'adresse au systeme musculaire; il suffit d'electriser 
tlirectenienl le muscle et d'aiiprecier Tintervalle qui separe cette elcc- 
trisalioii <lu debut du niun\emei»t qu'elle provoqu^*. Cette niethode est 
inallioureuseiiient inap|)lirable ii rappaicil de lu iorpillc 
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Quand on electrise directemeDt cet appareil au moyen d'un courant 
induit, Teffet de ce couraDt se transmet inevitablemeDt a la Grenouille, 
qui reagit par une secousse : puis, quand arrive a son tour la decharge 
de Tappareil de laTorpille, le mouvement provoque dans le muscle de 
Grenouille se confond avec celui qui est deja commence, et Ton ne peut 
distinguer Tinstant auguei il se produit. Le vice de Texperimentation 
est done celui-ci : c'est Telectricite qui excite TappareiU et c'est encore 
r^lectricite qui constitue Teffet que Ton provoque; ces deux actes elec- 
triques se suivent de trop pres pour pouvoir, dans un muscle de Gre- 
nouille, produire deux effets distincts. 

Cherchons les differentes manieres de remedier a cet inconvenient. 

Si la Grenouille, avons-nous dit, avait le temps de reagir deux fois 
distinctement entre les deux excitations electriques qu'elle regoit, il 
serait facile de saisir la succession que nous cherchons a determiner. 
Mais on sait que si la Grenouille ne peut donner qu'une secousse assez 
lente, I'Oiseau en fournit une beaucoup plus rapide; de sorte que si 
nous prenions pour signal un muscle d'Oiseau au lieu d'un muscle de 
Grenouille, nous pourrions avoir deux signaux distincts. Tun au com- 
menrement> I'autre a la fin de I'intervalle qu'il s'agit de mesurer. 

Une autre methode consisterait a exciter I'appareil electrique a un 
certain moment de la course du pendule, en employant pour cela un 
agent autre que I'electricite, de faQon a n'impressionner en rien le nerf 
de la Grenouille au moment oil Texcitation du nerf de la Torpille se 
produit. Un choc, par exemple, se produirait sur le nerf electrique de 
la Torpille au moment oil le pendule occupe une certaine position. Le 
moment oil ce choc a lieu serait pointe sur la plaque enfumee qui 
recevrait ensuite le trace de la secousse de la Grenouille. L'intervalle 
entre les deux signaux contiendrait le temps eg, dont la signification 
est dejk connue (la constante depensee sur le nerf et le muscle de la 
Grenouille-signal), et le temps perdu dont nous cherchons la valeur. 
On obtiendrait cette mesure par une simple soustraction. 

Enfin, une troisieme methode consisterait, tout en excitant le nerf 
de la Torpille, k employer a cet usage une electricite dont les effets ne 
soient pas les memes que ceux de la decharge de la Torpille. 

On sait que Matteucci a reussi a produire avec la decharge de la Tor- 
pille la decomposition electrolytique de I'iodure de potassium. On peut 

14. 
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done bleuir par cette decharge un papier amidonne imbibe d'une soiu-* 
tion d'iodure de potassium. 

O'autre part, une decharge d'electricite statique d'une bouteille de 
Leyde, parexemple, tout en excitant a un haut degrd le nerf de la 
Torpille, serait incapable de produire Teffet electrolytique donne par 
la dechargie de ce poisson. Si done on remplace le papier enfum^ par 
un papier impressionnable a Telectrolyse et que la coloration caracte-* 
ristique soil prise pour signaU on pent se debarrasser des efTets de 
Texcitant electrique et conserver seulement ceux de la d^harge dont 
il s'agit de determiner le moment precis d'apparition. 

Le temps et les moyens necessaires m'ont fait defaut pour realiser 
ces experiences pendant mon sejour k Naples. Peut-etre retro uverai-je 
Toccasion de reprendre ces etudes. En indiquant les m^thodes qui me 
semblaient capables de resoudre le problfeme que je m'^tais pos6, je sou- 
baite qu'un autre experimentateur comble prochainement ces lacunes. 

De la durie de la ddcharge Slectrique chez la TorpiUe. — Si nous con- 
tinuous le parallMe entre I'appareil electrique de la TorpiUe et Tappa- 
reil musculaire, nous sommes conduits k comparer entre eux les phe- 
nomenes qui se passent dans I'intimite de ces organes. 

Or, dans un muscle, la force motrice s*engendre d'une fa^on gra- 
duelle, arrive par des phases suceessives k un maximum d'intensite, 
puis decroit graduellement. La duree et les phases de la force motrice 
nous ont ^te revelees par la myographie, qui traduit par une courbe la 
duree de la secousse musculairej et les variations d*intensite de I'effort 
developpe par le muscle aux differents instants de son activite. 

Piusieurs raisons tendent a faire supposer que la decharge de la Tor* 
pille, comme celle de tous les poissons electriques, presente une dur^e 
mesurable, et peut-etre aussi des phases d'intensite variable comme 
celles de la force musculaire. 

Tous les auteurs signalent ce fait, que la decharge des poissons elec- 
triques, Torpilles, Gymnotes, Raies, etc., devie I'aiguille du galvano- 
mbtre. Or cette action appartient aux courants bien plutdt qu'aux 
d^charges d'electricite statique, dont Tinstantaneite s'oppose a ce que 
le petit barreau magnetique ait le temps d'obeir k leur action. 

L'experience de Matteucci et Linari, dans laquelle ces auteurs ont 
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fait jaillir des etincelles electriques cd frottant une poinle de metal 
mise en communicatioa avec le venire de la Torpille, sur une lime qui 
reposail sur le dos de cet animal, cetle experience, dis-je, est plus 
concluante encore. En effet, la theorie fait penser que< pour que Tetin- 
celle jaillisse dans ces conditions, il faut que la pointe de metal rompe 
le circuit en quittant une dent de la lime pendant la duree du courant; 
et pour que deux etincelles apparaissent successivement, il faut que 
deux ruptures se produisent ainsi, toujours pendant la duree de ce cou- 
rant de la Torpille. Dfes lors, puisque deux passages de la pointe sur 
les dents de la lime peuvent avoir lieu pendant la decharge, celle-ci a 
pour mesure minimum la duree d$ ces deux passages. 

Un seul doute pent encore s'elever dans Tesprit : si, par une excita- 
tion de Tanimal, celui-ci donnait deux decharges consecutives, les deux 
etincelles pourraient k la rigueur appartcnir a ces deux actes successifs. 
Ce doute devra etre leve dans des experiences speciales; il sufBt pour 
cela de rompre toute communication nerveuse entre I'appareil ^lectrique 
et les centres nerveux de la Torpille. On eliminera ainsi les effets re- 
flexes qui, pour une seule excitation, produisent plusieurs reactions 
consecutives, comma cela arrive sur la Torpille empoisonn^e par la 
strychnine. 

Enfin du Bois-Reymond (*) a montr6 sur le Malapt^rure que la d^ 
charge a une dur^e suffisante pour que le muscle d'une Grenouille, 
excite par T^lectricite de ce poisson, ait le temps de se raccourcir au 
maximum, meme en soulevant un poids, avant que le courant ^lec- 
trique du Malapterure ait cesse. J'ignore si, dans ce cas, I'appareil elec- 
trique du poisson etait k I'abri des causes de decharges multiples. 

Pour apprecier a la fois la duree et les phases de la decharge de la 
Torpille, la meilleure methode peut-Stre serait Temploi de I'electrolyse 
si Ton avait des appareils assez sensibles pour deceler instantanement 



(*) Au moment de mettre cette Note sous presse, je trouve (dans le Central-Blattfiirdie 
Med. fFiss.j 2 ddcembre 1871) cette indication du travail de M. du Bois-Reymond signal^ 
par M. Rosenthal. Le mtoe article signale aussi des experiences de Eckard sur la Torpille 
{Beitr. zur Anat, und Physiol,^ I, 157]. Je regrette de ne pouvoir en ce moment consulter 
ces ouvrages ; mais je pense que les pr^sentes recherches, si elles concordent pour quel- 
ques-uns de leurs r^ullats avec ceux desphysiologistes allemands, pourront encore y ajouter 
qnelque chose de nouveau. 
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le courant do la Torpille indiquanf ainsi sa durec et sa fiQ> tandis que 
des diflerences d'intensite de la coloration du papier sensibilise corres- 
pondraient aux differences d'intensite du phenomene s'il a des phases 
variables. Tai dit plus haul comment il m*a ete impossible d'entre- 
prendrc ces recherches, mais j'ai pu, avec les appareils dont je dispo- 
sais, determiner un des elements du probleme, a savoir la dur^ de la 
dicharge. 

En effet, admettons pour un instant que cette decharge ait une 
duree de cinq centifemes de seconde, par exemple. II est facile de mo- 
difier Fappareil qui a 6te d^crit precidemment, de fa^on a recueillir 
Telectricite de la Torpille pendant un temps beaucoup plus court pour 
Tenvoyer au nerf de la GrenouiUe signed. On pent disposer les choses de 
faQon a former le circuit de la Torpille pendant un centieme de seconde. 
D'autre part, il est facile de disposer Tappareil de faQon k recueillir, k 
des instants successifs, cette partie de la decharge qui a un centiferoe 
de seconde pour duree. 

Si Ton cherche, a des instants successifs, la decharge de la Torpille, 
et si on la trouve dans cinq explorations consecutives, s^pardes entre 
elles par un centifeme de seconde, cela prouve qu'elle a dure cinq cen- 
tiemes de seconde. Dfes lors, dans une sixi^me exploration, on ne devra 
plus retrouver cette decharge, et le muscle de GrenouiUe ne devra 
donner aucun signal. 

On voit sur \^fig> 5 la modification de Tappareil qui m'a permis de 
realiser cette serie d'explorations successives de Fetat ^lectrique de la 
Torpille. Tout etant dispose comme pour la derniere experience, celle 
qui sert a determiner le temps qui s*ecoule entre Texcitation du nerf et 
I'apparition de la decharge, on rompt le circuit de laTorpille en D {fig. 3), 
et Ton prolonge chacun des fils conducteurs jusqu'en F, oil ils se ter- 
minent par deux pointes isolees I'une de Tautre et fix^es sur une barre 
horizontale au chariot qui porte la plaque enfumee. Dansle mouvement 
de la plaque, la pointe des fils effleure une goutte de mercure C qui 
ferme un instant le circuit de la Torpille. Si la decharge a lieu au mo- 
ment oil se produit cette cldture dont la duree est de -^ de seconde en- 
viron, le nerf de GrenouiUe sera excite et le muscle donnera un signal. 

Or, cette goutte est placee dans un godet de cire qui repose sur une 
longue r^gle plate divisee en millimetres. On pent, en poussant ou en 
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ramener la regie en arriere, c'est-a-dire de rapprocher la cl6ture du 
circuit du moment de Texcitation, et Ton obtient les signaux 8, 9, 10, 
11, 12, jusqu*a ce que enfin, dans une treizifeme experience, on ait 
amene le contact trop pres de Texcitation, ce qui suppriroe de nouveau 
le signal, la cloture du circuit etant finie avant le commencement de la 
decharge. 

Pour donner autant de precision que possible a ceite determination 
de la duree du phenomene electrique, il faut, vers le d^but et vers la 
fin de Texperience, multiplier les tatonnements, et ne faire avancer ou 
reculer la regie que d'une tres-petite quantite entre deux explorations 
successives. On peut assez facilement obtenir cette determination avec 
une approximation de jjt ^^ seconde. 

La duree de la decharge electrique, dans le cas ci-dessus, etait, avons- 
nous vu, ya ^^ seconde. A I'inspection de la figure, on voit que cette 
duree est tres-sensiblement celle de chacune des secousses musculaires 
qui nous servaient de signal. 

Les experiences myographiques ont done confirme de tout point les 
previsions qui me les avaient fait entreprendre, elle ont montre qu'une 
parfaite analogie existe entre la decharge electrique de la Torpille et la 
secousse d*un muscle de la vie animale, tant an point de vue du retard 
de ces phenombnes sur I'excitation qui les provoque qu'k celui de la 
duree de chacun d'eux. 

Toutes ces analogies fonctionnelles enire le muscle et Tappareil elec- 
trique me faisaient vivement desirer de soumettre cet appareil a Taction 
des substances et des agents physiques, qui modifient les caracteres de 
la secousse musculaire. J'ai montre les differences profondes qu'impri- 
ment a la courbe de ce mouvementla chaleur, le froid, Tempoisonne- 
ment par la veratrine, etc. 

Pour etudier sur I'appareil electrique les influences de cet agent, il 
faudrait disposer d'appareils qui fussent capables de signaler les 
phases du phenomene electrique, c'est-a-dire son intensite a tous les 
instants. 

J'ai trouve, dans le Compte rendu des travaux du laboratoire du pro- 
fesseur Donders d'Utrecht, un Memoire relatif a la dur^e des decharges 
d'une bobine d'induction a long fil.L'auteur de ce travail, M. A. Nijland, 
se servit de papier sensibilise au cyanoferrure de potassium, sur lequel 
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il ecrivait les vibrations d'an diapason muni d'un style que traversait 
la decharge de la bobine. On voit, au moment de la d^charge, les vi- 
brations du diapason s*ecrire sous forme de sinuosites ponctu^es, mon- 
trant ainsi que la decharge est formee d'^tincelles multiples plus fr^- 
quentes au milieu du phenomene qu'au commencement et ^ la fin. Le 
nombre de vibrations du diapason pendant lesquelles le papier recoit 
la coloration caracteristique permet de mesurer directement la duree 
du courant induit de la bobine. 

Je termine cette Note, que je regrette de laisser si incomplete mal- 
gre son 6tendue, en signalant cette ingenieuse metbode aux physio- 
logistes qui auront Toccasion d'etudier les poissons electriques. 
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MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE 

RELlfi A UN SYSTfeME MATERIEL 
ANlMfe D'UN MOUVEMENT RELATIF PAR RAPPORT A CE CORPS, 

Par M. H. RESAL, 

PROFESSEUR A l'^COLE POLYTECilNIQUE. 



Faire ressortir I'influence sur le mouvemeDt d'un corps solidc (S) de 
rinertie due au mouvement relatif d'un systeme {s) dont les points 
d'appui se trouvenl sur le corps, tel est le probleme que je me suis 
propose de resoudre d'uue mani^re generate, et qui comprend notani- 
ment, comme cas particuliers, Tetude dcs mouvements nuisibles d'une 
locomotive, celle de quelques appareils giratoires, la recherche des 
moments, par rapport aux axes principaux d'inertie de la Terre, aux- 
quels donuent lieu les oscillations de la mer et de I'atmosphere. 

Parmi les theoremes speciaux dont je dois faire usage, je citerai : 
i^ celui de Coriolis sur les forces apparenies dans les mouvements rela- 
tifs, et qui est sutfisamment connu pour que j'aie a en rappeler ici 
Tenonce; 2^ les deux propositions suivantes, dont Fapplication est bien 
moins repandue dans Tenseignement, et pour les demonstrations des- 
quelles je renverrai a mon Traiti de Cindmatique pure : 

1^ Si Ton regarde une rotation et une vitesse comme respectivement 

composees de plusieurs autres, Tacceleration centrifuge composee est la 

resultante des accelerations semblables obtenues en considerant chaque 

rotation partielle avec chacune des composantes de la vitesse; 

a^ L' acceleration en un point d'un corps solide mobile autour d'un 

i5. 
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point fixe, est la resultante de celle qui est due a l*acceleration angu- 
laire, et de Tacceleration centripete correspondant a la rotation instan- 
tanee commesi elle etait permanenle (th^oreme de M. Rivals). 



§ I. — Du mous^ement de translation da corps solide. 

1. Ce cas ne presente aucune difficulle que le corps soit libre on 
non. 
Solent : 

AX, AY, AZ trois axes rectangulaires de directions fixes passant par 

un point A de Tespace; 
X, Y, Z les coordonnees du centre de gravite 0; 
>1 la masse de (S); 
M' la masse totale de {s)\ 

X', Y', Z' les coordonnees de Tun de ses elements materieism; 
Fj., F^., F^ les projections sur AX, AY, AZ de la resultante des forces 

exlerieures qui sollicitent I'ensemble de (S) et [s). 



On sait que Ton a 



..J»X ^ r/'X' « 



ou 

Soient x, y, z les coordonnees de m par rapport a trois axes Oa?, Oj, 
(U paralleles aux precedents passant par le centre de gravite de (S) ; 
Tequation ci-dessus devient 

Si la loi du mouvement relatif est connue, x, j, z sont des Functions 
(lonnees du temps. 

2. Application a la stabilite des machines a vapeur. — L'eq nation (i) 
est notamment applicable a la stabilite des machines a vapour en con* 
siderant (S) comme representant le bati, et le massif lorsque la ma- 
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cbine est fixe, et (5) comma Tassemblage des pistons, bielles, mani- 
velles, etc. En supposant que le mouvement soit arriv6 a runiformite 

1 m -J- est de la forme 

2(Ar cosnQ/ + B„sin/iQ/), 

12 etant la vitesse angulaire de I'arbre moteur, n un nombre entier et 
A„, B;, des constantes. 

Dans le cas d'une machine fixe, nous supposerons que OX est une 
horizontale comprise dans un plan vertical parallfele au mouvement des 

organes mobiles, et que OZ est vertical; y est constant et -^ de la 

forme 

2(A; cosnQ/ -h Bj,sinni20; 

Fx est I'effort F^ transmis par la machine, estim^ dans le sens hori- 
zontal diminue de la reaction horizontale du sol dont le maximum est 
(M -h M')g/, /etant le coefficient de frottemenl et g Tacceleration de 

la pesanteur. Pour que la machine soit stable, il faut que -^ = o, et 

que Ton ait constamment 

2(A„cosni2/4-B„sinni20^(M-f-M')/g^— Fi, 

d'oii 

/m» m«/% >. Fi-h maxim.2(Ai,cos/ti2/ + EnSinnOO 
(M-+-M')g^> ^ J -'. 

En designant par F'^ la composante verticale de I'effort transmis par la 
machine, il faut de meme que 

(M-hM')g^>F; 4-maxim.2;(A'nCos/iQ/-+-B;sinni2/). 

La plus grande des valeurs des seconds membres de ces inegalites fera 
connaitre une limite inferieure du poids que doit avoir tout le systeme 
et, par suite, de la masse des fondations. 

En supposant OX et OZ respectivement paralleles et perpendiculaires 
a la voie, F^ etant nul, le mouvement moyen d'une locomotive sera 
defin* par les equations 
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et en posant X = X| + Xt Z = Z^ + $, oq aura 

equations qui, integr^es deux fois, feront connaitre les elements des 
mouvements oscillatoires parallMes (tangage) et normal ^ la voie (tre- 
pidations). 

§ II. — Du mouvement de rotation des corps autour 

d'un point fixe. 

3. Les Equations d'Euler regoivent immediatement leur application, 
en tenant compte des moments des pressions variables exercees sur les 
appuis par {$). Le resultant de ces moments est identique a celui qui 
est du k Tacc^l^ration absolue des Elements materiels de {$) et des 
forces ext^rieures agissant sur le systeme prises en sens contraire. 

On sait que Tacceleration absolue a pour composantes : 

L'acceleration relative, — Tacceleration d*entrainement, — Taccele- 
ration centripete composee. 

II resulte de Ik qu'il faut introduire dans les equations d*EuIer les 
termes correspondant k la masse [s) consideree : i° comme faisant par- 
tie integrante de (S); :k'* comme animee des accelerations relative et 
centripete composee. De plus, il faut tenir compte> dans les seconds 
membres, de toutes les forces exlerieures agissant sur (S) et [s). 

Fig. I. 




Soient [fig. i) : 
Ox, Oy, Oz les axes d'inertie principaux de (S) passant par son centre 
degraviteO; 
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A, B» C ses moments d'inertie par rapport k ces axes; 

X, y^ z les coordoDDees parallMes aux memes axes d*UQ point m de (S) 
ou (5); 

fly p^ q les composanles de la rotation instantanee go de (S) suivaut Oxy 
Oy, Oz (elles seront consider^es comme positives ou negatives, 
selon qu*elles auront lieu de la gauche vers la droite ou inversement, 
pour I'observateur couch^ suivant la partie positive de Taxe en ayant 
les pieds en 0; la meme convention s'appliquera aux moments des 
forces); 

OP la direction de Taxe instantane de (S); 

a, |3, y les angles qu'il forme avec Oo?, Oy, Oa; 

P la projection de m sur OP. 

Nous rappellerons que ^» ^» ^ sont les composantes de Tacce- 

leration angulaire de (S) suivant Ox^ Oy^ Oz^ 
On a 

^ i> P Q 

cosa=:-» cosp=-> cosy=-> 

OP = arcosa-f-/cos(3H- zcosy. 

On sait que I'acc^leration d'entrainement se compose : 



^ De Vaccildration centripite : La projection de mP sur Ox etant 

OPcosa — ar = arcos*a-l-/cosacos(3-+- zcosacosy — x 

___ — -^((k)' — »*) -hynp-h znq 



celle de I'acceleration centripfete c^'mP est 

La projection de cette acceleration sur Oy est de mSme 

— >^( «' — /?*) -h rpn -+- zpq. 

Ajoutant ces deux expressions multipliees respectivement par -~ my 
et mx, puis faisant la somme des resultats semblables relatifs k tons 
les points mat^riels de (S) et (5), on obtient^ pour le moment total du 
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a la force centripete par rapport a Oz, 

Si Ton considere la portion de cette somme qui se rapporte a (S), 
tous les doubles produits disparaissent, et il reste 

ii/?(B — A). 

Actuellement, le signe 2 se rapportant uniquement a (5), le moment 
total par rapport a Oz se reduit a 

(a) /i/?[B — A -+- ^m(x^ — y^)] -h nq2mzy — pqlmzx. 

2® De r acceleration due a r acceleration angulaire. — Cette accelera- 
tion a pour composantes 

dp da .-, 

^jI^Tji sui vant x, 
dt •' dt 

da dn , ^ 

^'Ji" ^'dt ^"*^^"^ ^^'• 

£n multipliant ces deux expressions par — my et mx et faisant la 
somme pour tous les points de (S) et [s), on trouve, pour le moment 
par rapport a Oz, du a I'acceleration angulaire, 

ou 

(b) -^ C-f-2m(ar'-f-;r*)— -^Imzx— -^Imyz . 

V acceleration relative donne le moment 

I \ K f ^y d^x\ 

L*acceleration centripete composee a pour composantes 

suivant Ox, 



[ dz dr\ 

(dx dz\ 
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d'oii le moment 



(d) 



</ V / , ,v V dz ., dz 



dt 



dt 



L'equation diflifereDtielle du probleme, en projection sur Oz, s'oblien- 
dra done en egalant la somme des expressions (a), (6), (c), [d) au 
moment Jit, des forces exterieures agissant sur (S) et (5) par rapport a 
cet axe, ce qui donne 



•j^ [C -h 2m(a:»-h j»)l — -^ Imzx — -^ Imzr 



-f- (n' — /?^)2/nxy-*- nq^mzy — pqJ^mzx 
V / d^Y d^x\ 



-f 



q ■^2m(x^-\- x^)-^ ^n^mx -^ 2^2/nj-7- =3n,, 



rf/ 



dt 



dt 



et de meme 



(2) 



^[A4-2m(7»-f-i5')]— -^Imxy-^-^lmxz 

-h/?^[C — B -+- 2m(7» — 2»)] 
H- (/?' — q^] Imzy -+- np I,mxz — nq Imxy 
^ ( d^z dW\ 

d ^ , , . , _ dx ^ dx 

+ n-j- Zm[x'+ z' — 2q)Zniz--T- — ip2.my-T- 



dl 



dt 



dt 



= 311,, 



dp 
dt 



^ [B + I.m(x' -4- z')] — -3- 2myz — ^ Imrx 



I 



dt ""'■>" "di 

n9[A — C-+ 2ot(z' — X')] 
-I- (g' — ra') 2/na:z + pg Imjrx — npl.myz 
_ / d'x d'z\ 



Ces equations sont comprises implicitement dans celles du probleme 
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suivant, donl la solution est beaucoup plus simple qu'on ne pourrait le 
supposer a priori. 

4. Equations du mouvement d*un systeme materiel rapporte a trois 
axes rectangulaires mobiles autour de leur origine. — Soient : 

n, p, q les composantes suivant Oo?, Oy» Oz de la rotation de Tensem- 
ble des trois axes; 

V la Vitesse absolue du point m du systeme materiel (a) dont les 
coordonneessonta?, J, z\ 

OP, OOK. les axes des moments des quantites de mouvement des ele- 
ments materiels de ((7) et des forces exterieures agissant sur c€ 
systeme par rapport au point 0; 

P«» ^^uy V„ les projections de OP, Oait, V sur un axe quelconque 0„. 

La Vitesse V etant la resultante de la vitesse relative de (<7) par rap- 
port aux trois axes et de la vitesse d'<}ntrainement, on a . 

-. dx 
[€) { \,= J^^qy^nz, 

d'oii 

\\z^lm(y\,--z\y) — lm\y-^^—z ~£-h n{x''-hz')-'Xipy-hqz) U 

1-11 -i 

\\ = lm \x^-^ - X -^^ -h q{x'-hy^)- z(nx-hpy)\' 

On sail que Oo\i n'est autre chose que la derivee geometrique, par rap- 
port au temps de OP, ou la vitesse absolue du point P considere comme 

dP 
un mobile et dont la vitesse relative eslim^e suivant Ooc serait -^\ de 
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sorte que, par un changement de lettres, les equations (e) donnent les 
les suivantes : 

dP 

et en y subslituant les valeurs (/) on obtienl, pour les equations 
chercbees, 

-^ pqlm(y^ ^ z^) — np'S.mxz -^nqlrnxx-^ (g^ — p^)^^yz 

rf V , , ,, V d^ V dx d ^ ( dz dy\ 

^n^lm{r^^x^)~2plmr^-^^qlmz-^^^^lmi^r'jr'Ttr^^^ 

(A) ( -^ nglm{z^—x^) — pnlmyz -h pq^myx '\'(n^—q^)lmxz 

^ V / , ,x V dr „ dy d ^ I dx dz\ .„ 

-^p-f. ^ni(x'-hz^) —unlmx-^ —7.qlmZ'4^^ -h-^2m [^'j: — ^'~rs)—'^^rf 

-^ lm(x^ -hy') — •-ljlmzx'—--r' I,mzx 

-¥- np 1 m{x^—y^) — nq 1 mzy-\- qplmzx-h{p*—n^)lmxy 
I . ^ V / , , ^ dz ^ dz d ^, I dy dx\ ^^„ 

En designant par ^ ie travail en forces exterieures et nioleculaires 
qui agissent sur {a) augmente d*une constante, on a Tequation des 
forces vives 



ou 



n'lm [y* -+- 2») -h p^lm( ;r»-+- z») -4- q^l m{x^^^-y^) 
— pqlmzy— nqlmxz — nplmxy 
/2\ / \ I d^ dx\ ^ I dx dz\ V / dy dx\ 

-. /dx^ dr* dz^\ 

i6. 
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Cos particuliers . — i^Si Ton suppose x, y, z independants du temps, 
les equations (A) deviennent celles de Lagrange, relatives au mouve- 
nient d'un corps solide rapporte a trois axes fixes dans ce corps, et celles 
d'Euler, en supposant de plus que ces axes sont des axes principaux. 

2^ Si le systeme (a) se compose de deux parties, Tune solide (S) 
dont Ox, Oj, Oz sont des axes principaux d'inertie passant par le 
point de ce corps, et Tautre relativement mobile, on retombe sur les 
equations (2). 

5. Application au mowement d'un systime de corps solides qui ria- 
gissent les uns sur les autres en ayant egard aux Sbranlements des mole- 
cules; theorime de Coriolis. — On pent toujours considerer un corps so- 
lide comme libre en introduisant dans les equations du mouvement les 
reactions dues aux liaisons. 

Soient : 

M la masse du corps vibrant (a); 

{(j') un corps solide fictif identique au precedent, mais absolument 

dur, dont le mouvement est produit par les memes forces exte- 

rieures que celles qui agissent sur (a). 

Si nous supposons qu'a un instant quelconque les deux centres de 
gravite coincident et ont la meme vitesse, ils coincideront pendant 
toute la duree du mouvement, et nous appellerons U leur vitesse com- 
mune au bout du temps /. 

La force vive de {a) sera egale a MU* augmentee du premier membre 
de I'equation (3), en considerant Oa?, O7, Oz comme etant iixes dans 

{fj') dont est cense le centre de gravite, et-^> -^> -^ comme se rap- 

portant au mouvement vibraloire. 
Soient : 

^o» Jo» ^0 les coordonnees de la position moyenne de m, c*est-a-dire du 
point de ((?') dontm s'ecarle constamment peu; 

X = Xo-{- 8x, J = Jo -+- 5j, z = Zq-\- iz; 

p = y/x^ -f- 7* -H z'^ = po -^ ^p ; 

Oxy Oj, Oz les axes principaux de (or'). 
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Nous supposerons que Jo?, Sy, 8z sont assez petits pour qu^on puisse 
les negliger par rapport aux dimensions de (cr'), mais nous tiendrons 
compte des vitesses correspondantcs qui peuvent etre tres-grandes, 
comme dans le cas oil Ton aurait $0? = acos({V + £), a, i etant deux 
constantes respectivement tres-pelites et tres-grandes, s une eonstante 
quelconque. 

D'apres la definition meme du mouvement de (cr') on a 

A^4.(C-B)/?(/ = oit,, 
et la premiere des equations (A) donne 

^ ddp „ d$x „ dir « dSz 

(B) { 

rf V / dz dr\ 

Si Y et Z sont deux fonctions d'une meme variable t, et dont la 
seconde diil^re coristamment tres-peu d'une eonstante z^^ I YdZ ne 
diflere d'une eonstante que d'une quantite du second ordre, car on a 

/VrfZ = YZ - TzrfY = YZ. - Cl.dY = \Z, - 1, CdY. 

On reconnait, par suite, en integrant requation(C), que le moment 
^^ [yTT ""^"^l P^** rapport a Ox de la quantite de mouvement vi- 

bratoire est une eonstante que nous supposerons tres-petite ou nulle, et 
nous admettrons qu'il en est aussi de meme pour les deux autres axes. 
La force vive de (<?) egale au premier membre de Tequation (3) aug- 
ment^ de MU* est, par suite, 

c'est-a-dire (\ueUe est egale a la force vive due au mouvement moyen 
<tugm£nt€e de celle qui est due au mouvement vibratoire. Ce theoreme du 
a Coriolis, qui y est arrive d'une autre maniere, s'etend evidemment a 
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un nombre quelconque de corps solides reagissant les uns sur les 
autres. 
Soient : 

V,„ la Vitesse nioyenne de m; 

\r sa Vitesse vibratoire; 

s', s", (B"' les travaux des forces exterieures estimes dans le mouve- 
ment de (cr), dans son mouvement vibratoire, et dans le mouve- 
ment de ((?'); 

S/ le travail des forces moleculaires; 

^e le travail des forces d'enlrainement estime dans le mouvement vi- 
bratoire. 

Nous aurons, d'apres ce qui precede, en donnant a la caracteristique 
A la signification ordinaire d'accroissement, 

et dans le mouvement relatif 
et com me 

G' = G-' -4- G"'. 

il vient 

Done le principe des forces vives s' applique au moui'ement moyen pourvu 
que Von ajoute au travail des forces exterieures le travail estime dans le 
mouvement vibratoire, celui des forces capables de produire sur les mole- 
cules leur mouvement moyen. 
Soient : 

ds un element de chemin decrit par m dans son mouvement vibratoire ; 
9 la projection de la force d'entrainement de m sur la direction de cet 
element. 

Le terme de G^ qui correspond a la masse m est f (pds. 

Pour effectuer cetle integration, il suffit d'ajouter les integrales sem- 
blables prises pour tons les intervalles pour chacun desquels dy con- 
serve le meme signe; 
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Soient : 

i' et t" les limites de Tun de ces intervalles; 

9'* (p'\ ^. s" les valeurs correspondantes de 9 et s. 



Nous aurons 



{f" re" 

Jf' 



Xe" 
sd(f est de la forme ^, (9" — 9'), 

^4 etant du mdme ordre de grandeur que s : Texpression ci-dessus 
devient 

et est du ineme ordre de grandeur que les amplitudes des vibrations, 
ou n^gligeable; il en est par suite de meme de s^. Done, V Equation des 
forces vwes s'appUque au momement moyen, enfaisant abstraction des 
vibrations de molecules. 



§111. — Examen de quelques cos particuliers dans lesquels 
la loi du mouvement relaiif de (^) est connuc. 

6. Les equations (2) qui s'appliquent au mouvement d'un corps 
solide libre (S) autour de son centre de gravite sont suffisantes (en y 
joignant celles qui permettent de fixer a cliaque instant la position de 
ce corps par rapport a trois axes de directions fixes, et que nous 
n'avons pas a reproduire) pour determiner le mouvement de ce corps 
lorsque la loi du mouvement relatif de [s) est donnee ou que x, j, z 
sont des fonctions connues du temps. 

7. Equations g^nSmles des petits movements ; application aux mou- 
vements secondaires des locomotives et des vehicules de chemins defer. — 
Supposons qu'a une certaine epoque n, />, q soient tres-petits ; que OIL^, 
^dRy, 2f^z ^^ l^s termes dependant de m dans les equations (2) soient 
coDstamment du meme ordre de grandeur; /i,/?, q resteront toujours 
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Ires-petits, et, en negligeant les termes du second ordre, nous aurons 

. (In rf -. ( dz dr\ ^ 

n dp rf V f dx dz\ 

Ces formules sont notamment applicables : i^ au mouvement de lacet 
d'une locomotive et, en general, d'un vehicule faisant partie d'un 
train; mais, cette question d'application exigeant quelques developpe- 
ments, j'ai cru devoir en faire I'objet d'une Note speciale placee a la 
tin de ce Memoire; 2"" aux mouvements de roulis et de galop que tend 
a prendre une locomotive. 

8. Equations faisant connattre les variations eprouvies par les dlements 
en mouvement de (5), queUe que soit leur grandeur, quand les moments 
dus a [s] restent constamment tres-petits. — Supposons que /i, />, y, 
3Tij., CfiLy.9 OTL^ se rapportent a I'hypothese dem = o; que n-hSn^p-h^p, 
q-hSq, OTL^ -f- c?3itj,, ^-h$3Tty, orL^-h^olL^ sont ce qu'ils deviennent 
en tenant compte de I'influence de (5). Les equations (a) donnent 

'h{n8p'hp8n)(B—k)'hnplm{x^-\-X'^)-h{n'^--p^)2mxX'\-nq2mzx 

/ d^T d*x\ d -, 

^pqlmzx-hlmlx-j^-X-^j -h q j^lm(x' -hf) 

V dz ^ dz ^.^ 

— ^nlmx-j- — up zmx -77 =^^g9 



A 



dt -i'—^dt 
din 



dt 



dt ■ • ' 

d'ou Ton deduira &n^ ip, $q lorsque n,p, q auront ete obtenus au moyen 
des equations d'Euler. 

9. De r influence des oscillations de la mer et de Vatmosphire sur le 
mouvement de la Terre autour de son centre de gravity. — Gonsiderons 
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lesolidefictif forme par le noyau terrestre, la mer etratmosphere, dans 
I'hypolhese ou elles seraient en ^quilibre relatif sous Taction de la pe- 
santeur, et soient 

Oa?, Oy, Oz les axes principaux d'inertie passant par le centre de gra- 
vity de ce corps; 

A, B, C les moments d'inertie correspondants; 

Oz celui de ces axes principaux dont la direction differe constamment 
tres-peu de celle de I'axe instantane de rotation de la Terre; 

^0 Id valeur moyenne de cette rotation; 

^o#/ot ^0 les valeurs moyennes des coordonnees d'un point m de la mer 
ou de Tatmosphere, 

q — qo^ n et p restent constamnfent tres-petits, comme les moments 
OlVj:, D\Ly., ait,, dus a I'attraction du Soleil et de la Lune, qui peuvent 
etre regardes comme se rapportant au solide fictif ci-dessus. 

Reportons-nous aux Equations (A) : la masse totale de la mer el de 
Tatmosphfere etant tres-faible par rapport a celle du systfeme terrestre, 
nous pourronSy sans erreur appreciable, remplacer les coordonnees de 
leurs elements materiels par leurs valeurs moyennes; les termes en 
ImyZf Ima^f Imxz disparaitront ainsi, et, en negligeant les termes 
du second ordre en ^ -- qo, n^ p, nous aurons 



. « / d'z d'r\ ^ 



dx 



^ / d'x d'z\ .„ 

^2mi^z.-^^x.-^J=DK,, 

r^dq ^ I dx rfr\ ^ dz v ^'^ 

C^^2qlm \^x. ^ 4-r. ^ j - 2n2mx. ^ - ^plmy. ^ 

„ / dW d'x\ 

le signe 2 se rapportant aux molecules de la mer et de Talmosphfere ; 
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dv dx 

mais les termes tels que Imy^ ^> 2mjo;j7»'"? sont du meme ordre 

de grandeur que OlLj,, OR^, ait', ou que q — qof n etp\ il vient done tout 
simplement 

utt djc 

k-^ -hpq,{C — B)— 27«2 mzo -^r =^x, 

B^ 4-/i9o(A — C)— 2q,lmZo'^=!T[iy, 



C^^--f(/o2m(ro^-4-a;.g)=OR.. 



Posons n = /I, 4- cJ'/i, /? =^, -f dy>, 9 = 9* "^ ^9^ ^Uffi* qi se rappor- 
tanl a Thypothese oil la mer, Tatmosphere et le noyau terrestre ne for- 
meraient qu*uQ seul corps solide. Les equations ci-dessus donnent 

^-Tf -^ (C — B)^.o/> = 2^p2mzo^-» 






dx d'v* u 2 

On voitainsi que Jn, dp, &q sont periodiques comme ^' ^' ^» e'est- 

a-dire comme lesmarees, et les marees atmospheriques, qui n'influent 
ainsi en aucune fagon sur la precession des equinoxes et la nutation; 
en d'autres termes : 

<i Les phenomencs de ia precession des equinoxes et de la nutation 
sont exactement les memos que si ia mer et Tatmosphbre formaient une 
masse solide avec le sphero'ide qu*elles recouvrent. » (Laplace.) 



J^ IV. — Solution de quelques questions dans lesquelles certains 
elements du mouvement absolu de {s) sont connus. 

10. II pent etre avantageux, dans quelques questions, de determiner 
des relations entre la vitesse absolue, la vitesse relative des points de (s) 
et le temps. II me parait impossible, a ce sujet, d'indiquer une regie 
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generate^ et c'est en se rendant bien compte de la nature de chaque pro- 
bleme que Ton sera conduit au mode de solution qui presente le plus 
de siinplicite. 

1 1 . Zc corps (S), n Slant soUicile par aucune force extdrieure, na pos- 
side comme mobiles que des soUdes de revolution tournant d'un mouve- 
ment uni/orme autour de leurs axes paralleles a un axe principal d' inert te 
de ce corps. — - Supposons en premier lieu qu'il n'y ait qu'un seul solide 
de revolution dont Taxe soit perpendiculaire au plan zOx; les resul- 
tats obtenus s'etendront faeilement a un nombre quelconque de corps 
semblables. 

La vitesse angulaire absolue de {s), Q, reste constante, puisque le 
mobile n'est sollicit^ par aucune force exterieure; sa vitesse angulaire 
relative par rapport k (S) est (i — /?. 

Soient 

a, b les coordonnees de I'axe de {s) paralleles a 0^ et Oy; 
W et I la masse et le moment d'inertie de (s). 

Posons 
et 

7 Stant une constante dependant de la forme et de la nature du mobile; 
nous auroBs evidemment 

f = 2m(x"-f-y), lmz'x'=o, 2m;r'=o, 2m-c'=o, 2m^'^=2m«"= -» 

et en supposant que {s) est symetrique par rapport au plan zOx, 

I,mx'jr=Oy Zmz'jr=Of zmy'-r- =0^ zmy-r- =^0. 

On a d'autre part 
puis 

2mz^=M'a6, 2mzy'=:o, 2mjf^ = o, 2m^'=: — \-Wa\ 

V . ^ w/iL, ^ dz S2I ^ dx Ql 

2 dt a dt 2 

"7- 
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Si Ton pose 

A'=A-f---+-M'(y»-4-a^), 

2 

C' = C + i + M'{y'-i-6'), 

2 

les equations {^) deviennent 

B' ^ -f- /i^[A - C -I- M'(6» - a')] -4- (9» - n») M'afc = o. 

Ces formules s'appliqueront a plusieurs solides de revolution animes 
de la meme vitesse angulaire, en y supposant que I est la somme de 
leurs moments d'inertie, et remplaQant M'ab et W{b^ — a^) par IM'ab 
ct lW{b^ ~ a*). 

Si, a une certaine epoque, les valeurs de n^p^ q sont tres-petites, elles 
le seront egalement pour les valeurs du temps qui ne depasseront pas 
certaines limites. D'apres la troisieme equation, p ne variera que d'une 
quantite du second ordre, et si sa valeur initiale est nulle, les deux 
premieres pourront se reduire aux suivantes 

at at 

dont les integrales sont 



n = N i/C cos -^ziz^ 



)/A' C - M'ab 



^ = N v^A' sin ^ 



V/ A' C - Wab 

N et £ etant deux constantes arbitraires. 
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Si le corps (S) est muni de deux solides de revolution identiques 
symetriquement situes par rapport a jOz, et dont les axes soient situes 
dans un plan parallele ajOit?, Wab disparait dans les equations prece- 
dentes, et Ton a tout simplement 

n=Ni/C'COS =rr— , 

T„ ,— . 121 cos( /-+-£) 
<7 = N i/A' sin :rd= '-'i 

et les espaces angulaires parcourus en vertu de ces relations sont 

I ndt= ,;. sm — —sin h 

Jo iil L v/A'C v/A'Cj 

r' ^s Ni/Cr i2I{/-4-e) Qle 1 
I q at = j\j— cos — ^ — cos • 

Les amplitudes sont d'autant plus petites et leurs durees plus grandes 
que 12 est plus grand, ce qui pourrait peut-etre expliquer certains faits 
relatifs aux mouvements secondaires des vehicules de chemins de fer. 

12. Une sphere homo gene (5), animde d'un mouvement de translation, 
qui riest soUicitd par aucune force extirieure^ penetre dans un canal de 
mSme diametre, d' une forme ddtenninde, reUd invariablement a (S) ; quel 
est le mouvement que prendra ce dernier corps ? — En negligeant le frot- 
tement, le mouvement absolu de la sphere circulant dans le canal ne 
cesse pas d'etre une translation dont la vitesse Y est constante; de sorte 
que Ton est ramene a supposer que toute la masse M' de (5) se trouve 
concentree en son centre de gravite; et pour appliquer les equations (a) 
il suflBt d'y supprimer le signe 2, d'y remplacer m par M', et enfin d'y 
considerer a;, y^ z comme 6tant les coordonnees du centre de la sphere. 

A la relation 
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nous joindrons les equations 

qui definissent la forme du canal; nous aurons ainsi le nombre d*equa« 
tions voulu pour determiner les six inconnues n, /?, q^ a?, y^ z en fonc- 
tions du temps; mais on est arrete de suite, meme dans des cas tres- 
simples, a Texception de celui des petits mouvements, par des difficultes 
de calcul insurmontables. 

Cas particulier. — Supposons que la masse M' et ses produits par ses 
coordonnees prises deux k deux soient relativement et respectivement 
tres-petits par rapport a M et a A, B, G; que q difTere peu d*une con- 
stante q^ ; que, d'apres leurs valeurs initiales, p, q restent du meme 
ord' e de grandeur que les termes en M'; enfin que Olt^ = o, aiL^ = o, 

311/^ = o. 

Les equations {:i) donnent, aux termes du second ordre prfes, 

A§*„.,C-B,-,M',..^H-M'(r^-,*£) = o, 

B^ + «,.(A-C)-=M',.»f + M'(z^-»^) = o. 
L'equation (K) se reduit k 

Les equations ci-dessus sont encore trop compliquees pour qu'on 
puisse en tirer parti ; pour simplifier la questioni considerons le cas oil 
M' parcourrait un cercle de rayon R, de centre 0, compris dans le 
plan zOo?, et soient 9 Tangle que forme le rayon vecteur OM' avec OZ, 
V = Ry. On a 

^ = Rsinf, z = Bcosf, 7 = 0, 
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et 

C^-t-M'9.R'sin2(p^=o, 

A -^ -+-/>9o(C — B) — M'(f.R'{i H- cos'J9 ) ^ = o, 

oil encore, en comptant Torigine du temps k partir d'une coincidence 
de OM' avec Oz, d'apres le mode d'approximation adopte, 

A ^ -4- pqo{C — B) — M'7«R=y(i -f- cosiy/) = o, 
B^H-nfl.(A-C)=o. 

Ces equations s'integrent facilement et donnent pour n, p, q des 
fonclions periodiques du temps; pour que ces rotations restent tres- 
pelites, comme on Ta suppose, il suffit que le quotient deM'R^ par le 
plus petit moment d'inertie principal de (S) soit une petite fraction. 



§ V. — Cas general oil les SlSments du mouvement velatif de [s) 
soni eux-memes des inconnues du probleme. 

13. Si le mouvement relatif du systeme [s) n'est detini que par les 
forces qui le sollicitent et par des equations de liaisons, un certain 
nombre i des coordonnees x^ y, z sont, comme n, p, q, des inconnues 
du probleme, et Ton devra joindre aux equations {^) i equations com- 
plementaires. €es dertiiferes ne seront autre chose que cedes du mou- 
vement relatif de {$) par rapport k (S), et que je crois inutile de repro- 
duire ici. 

Par elemple, si {s) tourne autour d'un axe fixe dans (S), x, v, :; 
s'expriment en fonction de Tangle variable 9, que fait un plan meridien 
determine de [$) avec un plan relativement fixe passant par Taxe, et 
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Ton a, entre les inconnues n, p, q, 9, les equations (a) et Tequation dii 
mouvement relatif de [s). 

Si [s) tourne autour d'un point relativement fixe, sa position par 
rapport a (S) est, comme on le sait, definie par trois angles 9, ^, 6, au 
nioyen desquels on pent exprimer les x, y, z, et Ton a trois Equations 
du mouvement relatif entre les angles et leurs derivees par rapport au 
temps, qui, jointes aux equations (2), determinent compl^tement les 
elements de la question. 

II pent arriver qu'il soit plus simple de substituer k une ou plusieurs 
equations du mouvement relatif autant d'equations resultant de la con- 
sideration de Tensemble de (S) et (5), comme nous le verrons dans 
I'exemple ci-apres. 

Les equations des problfemes de la nature de ceux dont nous nous 
occupons sont loin d'etre simples, et ce n'est que tres-exceptionnelle- 
ment que Ton pent en tirer parti. 

14. Le corps (S) etant assujetti a toumer autour d'un axe vertical Oz 
[fig. 2), en run de ses points 0' est fixe I'dxe O'G d'un soUdepesant de 




revolution (5), assujetti a rester constamment dans une mime section 
mdridienne zOO'x de {S). Trouver la loi en mouvement de {S) et {s). — 
Soient : 

O'G = / la distance du point 0' au centre de gravite G de {s); 
00'= a; 

9 Tangle variable forme par O'G avec Oz; 

w la Vitesse angulaire absolue de {s) autour de O'G, qui, en vertu 
d'une Equation d'Euler, restera constante. 

La Vitesse angulaire relative de {s) est evidemment o) — y siny. 
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On sait que Tune des equations du mouvement d*un corps autour 
d'un point fixe s'applique au cas ou le mouvement a lieu autour d*un 
axe Rxe, sans faire cette restriction que ce dernier est un axe principal 
d'inerlie. 

On a OIL, = o, /i = o, /? = o, et la premiere des equations (i) de- 
vient 



( 



B) [C-.lmU^-^r)]'^-^g^rni.^^r)-^pm^^^^ 



Soient z' et x' les coordonnees du point m par rapport au prolonge- 
ment Gz' de O'G, et sa perpendiculaire Gx' en G dans le plan zOx; 
Gj' la parallele en G a O7. On a 

a: = a -f- /cos<p-f- ^'sincp H-z'cos<p, z = Is'incf -f- z'sincp — jr'cos9, 

2mx'=:o, 2mz'=o, 2ma:y=o, 
2mx^ = W{a-h /cos<p)'-f- cos*9 2m^''-+- sin*<p2mz''. 

Soient : 

I = 2m( j' -f- a;'*) = 22m/» = ilmx'\ V = lm{z'^ -4- x^) 

les moments d'inertie de (5) par rapport a Gz' et Gy' ou Go/; il vient 

lmz'^=Y ) 2/na:»=M{a-f-/cos9)'-l- - cos' 9 -4- (T Jsin'9, 

et I'equation (B) prend la forme 

[C-+-M'{a-+-/cos9)»-4-Isin*9 4- rcos'9]-^ 

d d / dy* dx\ 

H- g^-[M'(a-h/cos9)'-hIsin'9 + rcos«9]-+-^ 2m (^a;^~7-^j=o, 

d'oii, en designant par K une constante, 

(C) [C4-M'(a4-/coS9)^4-lsin»94-rcos'9]5-f-2m(:r-^---7-^j==K. 

Pour estimer le moment ^mfo?-^ — y-^j des quantites de mou- 
vement relatif de (5), nous remarquerons que ce mouvement se com- 

Annale$ de Vicole Nor male, a* Serie. Tome I. 1 8 
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pose : i^ de la rotation (^--q^inf, determinant des quantites de mou- 
vement qui forment un couple dont le moment est I(w — ^siny), 
et le moment de ce couple par rapport a Oz est I(&) — ^sin^) sin 9; 

2** de la rotation -^ autour de la parallMe ^ Oy menee par le point 0'. 

Or, si Ton considfere deux points symetriques de (5) par rapport au 

plan zOx, on reconnait que leurs quantites de mouvemeiit dues a -^ 

se composent en une seule situee dans le plan zOx; d'oii il suit que 
cette vitesse angulaire ne donne pas de moment par rapport a Oz. 

L'equation (C) devient ainsi 

(D) [C -4- M'(a 4- /cos9)»-h T cos'<p]q -f- Iw sincp = K; 

c'esl l'equation qui resulte de Tapplication du principe des aires et que 
Ton aurait pu poser immediatement. 

II nous reste maintenant ^ determiner Tequation complementaire 
qui doit resulter du mode de liaison existant entre (S) et (5), c'est- 
a-dire l'equation du mouvement relatif de (5) autour de la parallMe en 
0' a Oy. Mais il nous a paru plus simple d'y substituer l'equation des 
forces vives etablie pour I'ensemble de (S) et (5). 

La force vive de (S) est C^^^; le travail du k la pesanleur donne le 
lerme — M'^/sin 9. 

En transportant, parallelement a elles-memes en G, les rotations q 

autour de Oz el ^ autour d'une parallele a Oy menee parle point 0', 

on obtient deux rotations pareilles, et les translations q{a'+- Icosf) 

parallele kOyei l-^ suivant Gx\ La composante ysiny de q suivant 

Gz\ ajoutee a la rotation relative de (S) autour de Gz\ donne w. 
En resume, le mouvement absolu de (5) se compose des rotations 



Tt 



0), ~ q cos 9, -j-^ suivant Gz', Go:', Gr', 



et de la translation 



v/ 



^-f-(a-f-/cos(p)^^'. 



Mais, d'apres un principe connu, la force vive d'un corps solide est 
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6g^le a celle qui est due a son mouvement de rotation autour du centre 
de gravity, augmentc de celle de ce centre oil toute la masse serait con- 
centree. 
La force vive de {s} est, par suite, 

lw» -f- l'(q' cos'cp 4- -^ jH- M'[^^ -f- ?'(rt 4- /coscp)^ 
= Iw' -f- [r cos'cp -4- M'(a -h /cos9)»]9» -I- ^[ (I'-f-M'/*). 

On a done, en designant par H une constante dependant des elements 
du mouvement initial, 

(E) [C-f-l'cos^9-4-M'(rt-*-/cos<p)^]j'4-(r-hM'/')^=:-2gM'/sin9 + H. 

En eiiminant q, entre (D) et (E), on trouve une formule analogue 
a celles auxquelles donnent lieu les theories de I'appareil de Bohen- 
berger et de la toupie, et qu'il nous parait inutile de discuter ici. 



NOTE I. 

l^UATIONS DU MOUVEMBTiT DE TRANSLATION LATERAL ET DU MOUVEMENT DE LACET 

DES V^HICULES D*UN TRAIN DE CHEMIN DE FKR. 



Considerations generates sur le mowement des vefucules. 

Pour simplifier le langage, nous appellerons plan meridien d'un 
vehicule le plan passant par son centre de gravite (abstraction faite de 
la charge) perpendiculaire a la direction des axes des essieux. 

La voie etant censee horizontale, lorsque le centre de gravite G du 
vehicule charge et I'effort horizontal F sont situes dans le plan meri- 
dien, que les roues et les fusees sont respectivement de meme dia- 
metre, que le graissage est uniforme, on reconnait que F est represente 
par la difference de deux termes, Tun proportionnel au poids total, 

i8. 
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Tautre a celui des pieces tournantes {*); les resultantes des reactions 
horizontales de la voie de part et d'autre du plan m^ridien sont chacune 
egale a la moitie deF. 

Supposons maintenant que G se trouve en dehors du plan meridien, 
que Teffort de traction horizontal reste constamment parallele a un 
meme plan vertical ; transportons F parallelement a lui-meme en G ; 
il en resultera un couple donnant lieu h un mouvement de lacet; la 
composante F, de TeiTort de traction perpendiculaire au plan noeridien 
donnera lieu a un deplacement translatoire; la composante F, paral- 
lele a ce plan se decomposers en deux autres Fj , F' compris dans les 
plans moyens des deux systemes de roues situes de part et d'autre du 
meridien, et qui determineront le roulement; chacune de ces forces 
sera representee par la difference de deux termes, Tun proportionnel a 
la pression exercce par le systeme de roues, Taulre k la moitie du poids 
de toutes les pieces tournantes. 

Si la voie a une legere pente, on pent calculer la pression totale 
exercee par chaque systeme de roues comme si la pente etait nuUe; 
mais il faut tenir compte de la composante due a la pcsanteur estimee 
dans le sens du mouvement; la redaction longitudinale de la voie est, par 
suite, egale a la difference des deux termes respectivement proportion- 
nels au poids total et a celui des pieces tournantes. 

Si le v^hicule est soutenu par des couples de roues de differents dia- 
m^tres, sur lesquels la pression est repartie d'une maniere determinee, 
en reglant convenablement les ressorts de suspension, on voit egale- 
ment que la reaction longitudinale de la voie est egalement representee 
par une expression de la meme forme que ci-dessus. 

Cos des chemins defer. — Les crochets d'attelage d*un vehicule de 
chemin de fer sont situes dans son plan meridien. 

( ' ) L'efTort de traction F rclatif k un couple de roues de rayon /* est donne par la formuLe 

f = Q7+4P(Q-7)=?(*-^/p)--^7. 

dans laquelle Q reprdsente la pression totale exercde par le couple sur la voie, q le poids des 
pieces tournantes, p le rayon des fus<§es, $ et /les coefficients du froltcment do roulement 
des roues et du frotlement de glissement d6velopp6 dans le mouvement de rotation des 
Bioyeux des roues ou des fusees. 
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Consid^roDS un train compose de n vehicules circulant d'un nioyen 
iiiouvement uniforme sur un railway rectiligne. En raison de la forme 
conique qu'affectent les jantes des roues, on pent supposer, sans erreur 
appreciable, que tons leurs points de contact avec un rail se trouvent 
constamment sur une meme parallele a Taxe de la voie, quels que 
soient les pelits deplacements dus aux mouvements oscillatoires que 
nous avons en vue d'etudier. 

Nous ne considererons que le cas ou ces deplacements sont suffisam- 
ment pelits pour que les rebords des roues ne viennent pas s'appuyer 
contre les rails. 

Les vitesses des roues en leurs points de contact avec les rails, dues 
au lacet, etant generalement superieures k la vitesse de translation late- 
rale, la resultante des frottements de glissement est a pen pres nulle 
lorsque le vehicule a un nombre pair d'essieux; dans le cas contraire, 
elle se reduit au frottement des roues du milieu et pent etre negligee, 
de sorte que, dans Tetude du mouvement lateral, on peut faire abs- 
traction des resistances passives. 

En ce qui concerne le mouvement de lacet, les resistances donnent 
lieu a un moment comparable a celui des causes qui determinent le 
mouvement. Mais, comme le frottement n*a pour effet que de reduire 
les amplitudes des oscillations en determinant entre elles des temps 
d'arrel (*), il y a avantage a en faire abstraction, en faisant intervenir 
dans la question Telement relatif a la securite, point de vue qui a con- 
duit a designer sous le nom de nuisibles les mouvements secondaires 
dont il s'agit. 

Equations des mouvements secondaires. 

Soient {fig. 3) : 

M| la masse totale du vehicule qui occupe le rang i dans un train de 
n wagons; 

1/ son moment d'inertie par rapport a la perpendiculaire h la voie pas- 
sant par le centre de gravite G,* du vehicule; 



(• ) F^oir plus loin la Note l\. 
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ii = Gigi ia distance suppos^e trfes-pelite de G, au plan mdridien A,B|, 
A| et B,- representant les positions des crochets d'attelage d'avaot 
et d'arrifere ; 

Fig. 3. 




^f = g^hi ia distance de gi a Taxe XY de la voie (^i et ^i seront con- 
sideres comme positifs ou negatifs, selon qu'ils seront situes a 
droite ou a gauche de XY et A| B, pour Tobservateur plac^ dans 
I'axe de la voie et dirigeant ses regards dans le sens du mouve- 
inent moyen); 

AiG, = a„ giBi = bi; 

/,. = B| A/^., la longueur de la barre d'attela*ge qui relie le premier vehi- 
cule au (i -f- i)'^'"*; 

T, la tension de //, To et T;, etant nuls; 

9,, ^i les angles formes par ^,B, et Aiv^B, avec le plan moyen vertical 
de la voie. (Ces angles seront consideres comme positifs ou ne- 
gatifs, selon qu'en regardant dans le sens du mouvement moyen 
ils seront situes a droite ou a gauche de XY.) 

Nous negligerons les termes du second ordre en y,, ^J^,-, c?,, ^|. 

Nous pourrons sans inconvenient calculer T/ comme dans le mou- 
vement moyen, c'est-a-dire en faisant abstraction des mouvements 
nuisibles; de sorte que T/ sera Ires-sensiblement egal a la somme 
Mi^, 4- M/H-a 4- . . . -h M„ mullipliee par un coefficient constant. 
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En projetant la ligne brisee g^,^.<B|_i A/^, sur une perpeodiculaire 
a XY, on trouve 

?, — at sin cp, 4- //_, sin ij;/-, — 61-1 sin 9/-, — Ki-t = o 

ou 

et Ton a, en negligeant le frottement, conformement a ce qui a ete dit 
plus haut, 

La traction T,- agissant sur M/ a pour composantes T/ et T^^a/, paral- 
leie et perpendiculaire a XY, d'oii le moment par rapport a la perpen- 
dieulaire en G| k la voie 

(tf ) — T^.(ar<p,-i. di) — T/L.. vP/-, oi == - T.-, [0^(9, -h ^<-.) -f- it]. 

La resistance T/ donne de meme le moment 

La partie principale de la reaction longitudinale des rails*, propor- 
tionnelle au poids total, ne donne aucun moment; Tautre, que Ton 
pent representer par 9/, et qui ne depend que du poids des pieces tour- 
nantes, est dirigee suivant XY et donne le moment 

(c) -9i(5/-f-Ci). 

Pour plus de generalite» nous supposerons que chaque vehicule pent 

etre muni de pieces oscillantes. Designant par co la vitesse angulaire 

des roues motrices d'une machine ou de Tune des noachines, represen* 

tons par 

— 2( Aj cosy «^ -h B{ sinjci) /) 

le moment des forces d'inertie dues au mouvement des pieces oscil- 
lantes de M,, le signe 1 se rapportant a une suite de nombres connus y 
et aux constantes correspondantes A), Bj. Dans le cas d'une seule 
machine, on a Aj= o, Bj = o pour «> i, ety represente un nombre 
entier. S'il y a double traction, ces coefficients sont nuls pour des 
valeurs de i differentes de i et 3; et si les roues motrices des deux ma- 
chines ont le meme diametrcy continue a representer un nombre entier. 
Nous aurons donc^ d'aprfes ce que nous avons vu dans le corps du 
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Memoire, 

(3) i ''' ?? = " ^'-' ^'''■(^''■^ +'-' ) "^ ^'l " ^'t*' ^^'- "^ *'•) "" ^'1 

( — gfi(3i + ?,) -4- IfAjcosjw/ -+- BysinjwO' 

En faisant varier if depuis i jusqu'a /i, les equations (i), (a) et (3) 
nous donneront 3n — r equations entre aulant d'inconnues ?,, ?2» • • • » 
?/!» 9o 92fM 9iff +i> +2»«««» +«-!• II est inutile d'integrer ces equa- 
tions : il suffit d'y satisfaire en partant de ce principe, que les efTets 
dus aux conditions initiales du mouvement ont bientot disparu sous 
rinfluence des resistances passives lorsque la vitesse moyenne du train 
est devenue uniforme. Mais la resolution des equations du premier degre 
auxquelles on est ramene ne pr^sente reellement de Tint^ret au point 
de vue de la sym^trie des calculs que dans le cas suivant : 

Cos oil le centre de gravite de chaque vefucule se trouve dans son plan 
miridien. — On a qi= o, c?,== o. 

Gonsiderons en particulier les termes X) cosy w/, et posons 

^f — Z, cosy w t, <p; = $, cosy w /, 4** = ^« cosy w /, 

Z{, <biy ^i etant des constantes dont il s*agit de determiner la valeur. 
En substituant* les equations (i), (2) et (3) deviennent 

Z, — Z,= AY.-6,$»-a,0„ 
Z, -Z3 = /,¥, — 6a$,-a,0„ 



(4) 



Z»«|-- Zn = /n-i V«-t — ft»-l *»-. — a«4>n ; 



(5) i-7'<-'z.= — m; — ' 



T W 



(6) 



- 1, w'y 4». = a; - T,6.($, + y, J 

- I,wV'^. = A*- T.a,($, + Yi)-T,6.(4»,-f- ¥.}, 

• ••»••.. • > 

- I.wV'*. = A7- T._,a.(*.+ "J".-)- 
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Des equations (5) on lire 

• ..»•, 

>'"' (Z«-.- Z«) = - 1=^' + T^.^.-. (i^ -. i^J . 
d'oii, en vertu des equations (4), 

Si dans ces equations on porte les valeurs des 4>/ deduites des for- 
mules (6), on trouve 

I •' \ T,6, — I,M»7' r,<i,+ T,o,— Iiw'y V \Mi M,/ J 

xir ( ,-t T,a,6, T,\ 

-"•^ l,T,6.-J,wV» T.a. + T.6,-I,wV'/ 

/ o)'./'T.a.6. T,\ 

'\T,a.+ T.6,-I,wV mJ 

j4 Finales de I'tcole Normale, 3" S^rie. Tome I. 19 
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II nous reste ainsi, au lieu de 3n — i, n equations, dont ia loi des 
coefficients est facile k reconnaitre. 



NOTE II. 



DB l' INFLUENCE D*UNB RESISTANCE CONSTANTB SUR LB MOUVEMBNT 08GILLAT0IRB D*UN CORPS, 

PRODUIT PAR UNB CAUSE PERIODIQUB. 



1 . II est a peu pres impossible de se rendre compte, a priori^ de Teflet 
produit par une resistance constante ou un moment constant sur un 
mouvement oscillatoire de translation ou de rotation autour d'un axe, 
d'un corps solide, du a une cause periodique. 

Je ne m'occuperai ici que d'un cas particulier du probl^me ci-dessus 
enonce, et auquel j'ai ete conduit en traitant le sujet qui a fait Tobjet 
de la Note precedente. 

Je ne considererai que Tune des causes periodiques qui donnent lieu 
au lacet, la plusimportante si Ton veut, en negligeant les autres causes 
perturbatrices qui ont 6te analysees plus haut. 

Dans cette hypothbse, le mouvement oscillatoire sera defini par une 
equation de la forme 

s etant Tangle que forme le plan meridien d'un v^hicule avec un plan 
vertical de direction fixe, A, B, n, e etant des constantes de meme que &f 
qui represente le terme du a la resistance, et que Ton devra prendre 
avec le signe — ou le signe -+-, selon que la vitesse sera positive ou 
negative. 
Si Ton choisit convenablement Torigine du temps, on pent supposer 

e = o; en rempla<;ant nt par /, s par -z-- n^, ^ par 7, Tequation ci-dessus 



KRhli A Ulf STSTEME MAT£RI£L, ETC. 

prend la forme plus simple 
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dr 



= cost±y. 



ds 



Par la nature meme du probleme, la vitesse tt sera nuUe a certains 

instanto; si y etait superieur k Tunite, il y arriverait un moment oil le 
mouvement oscillatoire ne pourrait plus se continuer; laissons de 
cote ce cas, qui ne presente aucun interet, et posons y = cosa. Nous 
aurons 

d^s 

(.) 



rf/» 



= cos/d=cosa. 



Nous pouvons, si Ton veut, considerer cette equation comme etant celle 
du mouvement d'un point oscillant suivant une ligne droite, s repre- 
sentant le chemin parcouru. 

2. Decrivons une circonference d'un rayon quelconque OA, de 
centre 0, et soient 

AOAS BOB' {^g. 4 6t 5) deux diametres rectangulaires; 





/ Tangle que le rayon 0/w fait avec OA ; 

£ le nombre de circonferences que comprend cet angle; 

a le point de la circonference OA defini par Tangle aOA 



= a. 



Nous rappellerons que Tangle t\ immediatement superieur a t, et qui 
a le meme sinus, est 



/' = (4/-4rl)7r— / 



»9 
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lorsque m se trouve entre A et B; et 

/'=:(4iH-5)7r-^ 

quand m se trouve entre A' et B.' 

Soit /o 1^ temps au bout duquel le mobile atteiut une position pour 
laquelle sa vitesse est nulle. Si Ton a cos/o > o, on doit prendre^ tant 
que la vitesse ne change pas de signe ni de sens, 

(2) -j-j = cos/ — cosa. 

Dans le cas oil cos^e serait negatif, il faudrait employer I'equation 






-^ = C0S/-4-C0Sa, 



qui rentre dans la precedente, en y changeant / en /-^tt et 5 en — 5; 
nous sommes ainsi conduit a supposer cos/q >o, et a faire usage de 
Tcquation (2). 

3. Si cosa = cos/o> on ne voit pas a priori ce qui doit se passer. II 
est clair que le mobile reste d'abord au repos pour t = t^. Quand on a 
sin^o !> o> cos/ allant en diminuant, le mobile continue k rester au repos; 
cos/ devient ensuite negatif, et alors on doit prendre la formule (a'), 
qui ne sera toutefois applicable qu'a partir du moment ou Ton aura 
— cos/> cosa, et c'est alors seulement que le mouvement oscillatoire 
continuera. 

Lorsque 8in/o<o, cos/ va en augmentant, et le mouvement a lieu 
sans delai. 

L'equation (2) donne, en appelant Y la vitesse, 

(3) V=: I" =sin/ — sin/o — {/— /,) cosa, 

et, en mesurant le chemin parcouru 5 a partir du point correspondant 
a / = /q , 

(4) i = — cos/-+-cos/t— (/— /o)sin/# — cosa f ^ j • 
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Comme pour t = eQ le second membre de Tequation (2) est positif, 

Y croit k partir de zero et est positif; il atteint son maximum lorsque 
cost = cosa, et enfin devient nul pour la racine /,, immediatement su- 
perieure a /o» de I'equation 

( 5 ) sin /i — sin to — cosa( /, — /o) = o. 

De ce que V>o pour cos/ = cosa, la position m, de m correspondanl 
a /= /, ne pent se trouver qu*au dela du point a. 

Pour une meme valeur de /, mais en faisant varier Tangle a, on a 

dW 

-^ =sina(/-/o); 

V croit done avec a et atteint son maximum lorsque a= 90*^; il suit de 
la que, generalement, /, est inferieur a la valeur qui correspond a a=9o'*. 
Car si, pour une certaine valeur de a, V est nul, pour une valeur plus 
grande, Y est positif. Dans le cas limite on a sin/^ = sio /q* 6t en substi- 
tuant cette valeur dans le second membre de Tequation (3), on obtient 

— cos «(/',—/.), 

qui est effectivement negatif, comme cela devait etre. 

Premiere oscillation. 

4. Premier cas : sin/o>o {/ig. 4)> ce qui, avec la supposition de 
cos^o > o> indique que le point /Wo de la circonference correspondant a 
Tangle t^, se irouve sur ce premier quadrant AB, et est place entre a 
et A, puisque cos^o > cosa. 

Soient 

m'o, a' les symetriques de rrio et a par rapport a B'B; 

a", a'^ les symetriques de a' et a par rapport a AA'; m'^ correspond a 

{^i-h i)n -- 1^, d'oii il suit que m, ne pent se trouver que sur 

Tare aBm'^j. 

Si le mouvement oscillatoire continue immediatement apres que Ton 
a / = /,, il est defini par la condition (2'), pourvu que 

— cos/, >cosa, 
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ce qui exige que la position mj correspoiidant a i| se trouve entre a! 
et /n'^. II faut done pour cela que /= ai7r-*-n — a = (21 -f- i)7r— a 
rende V positif, ou que 

(6) sin a — sin^ — cosa[(2iH-i)7r — a— ^]>o. 

Si Ton designe, pour abreger, le premier membre de cette inegalite 
par 9, en faisant varier t^ depuis atrr jusqu*^ lin + a* on a 

-if = — cos/. -+-cosa<o. 
a/« 

La fonction (p de t^ est done deeroissante et sera positive pour /«= ^'^ si 

langa>7r — a ou a>64'', 

et negative pour /q = ^itt + a. Pour toutes les valeurs de a eomprises 
entre 64 et 90®, il y a done une valeur ^0^^'^ ^ ^^ annule y , et 

lorsque t^ < /^ la eondition (6) est satisfaite. 
On a pour 



« = 64" 


ir- 


= 2/7: 


70 




2i7r-f- 24* 


80 




2i7r-+-38<» 


85 




aiTT -f-65» 


90 




2i7r-t-90** 



Lorsque Ton aura !^^/ > ou a< 64°» le mouvement s'arretera jusqu'au 

moment oil le point m viendra en a\ et e'est seulement k partir de ee 
moment que eommeneera la seconde oscillation. 

5. Deuxieme CAS : sin/^, < o {fig* 5), ce qui, avee cos/o > o, indique 
que mo se trouve sur le quatri^me quadrant, el, comme cos/© > cosa, 
il ne pent etre situ^ qu'entre a'^ et A. Dans le cas aetuel, on a 

/<(4/7r-+-5)7r— /.; 

cette limite superieure correspond au symetrique rri^ de m^ par rap- 
port k BB'. 
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Comme V est maximum en a, le point m, ne pent se trouver que sur 
Tare aBni^. S*il tombe entre ttIq eta', on a — cos/> cosa, et le mou- 
vement osciUatoire continue sans interruption; pour qu'il en soit ainsi, 
il faut que 

/, X21 -h 2)7: 4- IT -+-a = (2/4- 3)7r — «, 

ou que cette limite, substitute k /, rende Y positif, ou enfin que 

sina — -sin/o — cosa[(2i-h 3)7t — a— /«]>o. 

Designant par 9 le premier membre de cette in^galite, on a 

-^ = — cos/, -f- cosa, 
a/« 

qui est negatif pour toutes ies valeurs admissibles de /o) c'est-a-dire pour 

/o 5!^'. ^ ^'^ ~" ^'1 par consequent cp est une fonction d^croissante de /o 

entre Ies deux limites ci-dessus. 
Lorsque 

I® r, = (21 -f- 2)7r — a, 

on a 

cp = 2 sina — tt cosa, 

et cette valeur sera positive si 

langa>- ou a > 57** 3o' environ; 

2** /, = (21-h 2)7r, 

9 estpositif si 

langa-+-a>ir ou a>64**. 

Pouraeomprisentre57'^3o'et64^, il y a done une valeur 4"^/ • ^l^^^ 

de Iq qui annule 9, et pour t^ < t^ le mouvement osciUatoire n'eprouve 
pas d'interruptibn, comme pour a>64^. 
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Lorsque 

a=:57*»3o', on a /', = (21 -+- 2)71 — 57°3o' 

60 (21 -4- 2)7r — 22*' 

64 (2/-f-2)7: 

Si m, tombe entre B et a', on a — cos/, < cosa; le mouvement s'ar- 
rete jusqu'au moment oil — cos/ = cosa, c'est-a-dire lorsque m est venu 

en a\ Cette circonstance se presente quand /= {21-^2)7: -+- ^ rend V 
positif, ou quand 

I — sin/o — cosa (21 -+- 2)7: H /o >o. 

Si le premier membre 9 de cette inegalite est une fonction decroissanle 
de to entre ^0 ^/ • "*" ^ (^ _ » cette fonction est positive pour a = 90° 

et negative pour a= o. Elle s'annule pour a = 4o°3' environ; de sorte 
que /n, sc trouve entre a' et B pour les valeurs de a comprises entre 
4o°3o'et57°3o'. 

Pour a < 40® 3o', w, tombe entre a et B; cos/, est positif, mais infe- 
rieur a cosa; il y a done un temps d'arrel jusqu'au moment oil, m ayant 
depasse B, arrive en a\ et c'est seulement alors que commence la seconde 
oscillation. 

En resume, pour qii'il n'y ait pas d*interruption dans le mouvement, 

il faut que a > 64^*30' ou, ^^/ °- 

Oscillations successis^es , 

6. Examinons maintenant ce qui se produit a la fin de la seconde 
oscillation. 

De la formule (2') on lire 

( 7 ) V= ^ = — sin / 4- sin /, — cosa( / — /, ). 

ou, en ayant egard a Tequation (5), 

(8) V = — sin/4-2sin/i — sin/. — (/ — /.) cosa. 
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Premier cas {fis[. 4) • /C » * C- » *^ J *? 6° d autres 

\/ © *♦/ cos/.>o cos/,<o /.<r, 

termes, m, tombe entre a! et m'^. 

Soient t^ le temps au bout duquel se termine la seconde oscillation 

el m, la position correspondante de m. On a 

(9) — sin/i-h sin^ — (/, — /,)cosa = o. 

Si dans I'equation (8) on fait t = t^-\- in^ on trouve 

V = 2(sin/-- sin/o)~ (h-^iT: — /i)cosa, 

d'oii, en vertu de la relation (5), 

V= acosa( /i — /# — ttX o. 

Le point m^ se trouve ainsi au-dessous de /Wo, et, a fortiori^ d'apres 
ce que Ton a vu plus haut, /ti, est-il compris entre ci et la symetrique rri^ 
de m^; la quatrieme oscillation succbde done immediatement a la 
troisieme. 

Les points m,, m^,... s'approchant de plus en plus de a"^ il arrivera 
un moment oil m^- se trouvera entre oT et a!\ et il y aura un arrSt en a" 
entre la ay^^*"* et la (ay-hi/^'"* oscillation; mais, a partir de ce moment, 
le mouvement prendra un caractere periodique, et il y aura un arret 
constant entre une oscillation de rang pair et la suivante. 

DEDxiiiME CAS : Des conditions precedentes, ^*"/:^^9 sin ,;>o 

^ cos/, >o cos/, ^O 

sont les seules qui subsistent; en d'autres termes, m^ tombe en depa 
de a', et il y a un arret en ce point; mais k partir de la tout devient 
periodique. Les oscillations seront done toutes periodiques et s^parees 
Tune de Tautre par un arret constant. 

Troisieme cas : . /^ ou <57«3oS oil ifis. 5) le point m, 

sin/o<o ^Z^ / \J o J t • 

tombe entre a' et ni^ . 

Les circonstances se produiront de la meme manifere que dans le 
premier cas, c'est-a-dire qu'au bout d'un certain temps les oscillations 
de rang pair commenceront ^ partir de o^, seront identiques et sepa- 
rees des oscillations de rang impair par un arret constant. 

ytnnaUs tie Vtcole Normale, a* S^rie. Tomo I. 30 
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QuATRiBME CAS : Des conditions pr^c^dentes, les suivantes seules 

subsistent : 

cos tt > o, sin to <Z o. 

II y a un arret entre la premiere et la seconde oscillation, puis les 
choses se passent comme dans le premier cas. 

Des oscillations piriodiques. 

7. Nous sommes, par ce qui pr^c^de, ramenes aux oscillations qui 
ont pour point de depart a\ a" ou a'^. Nous choisirons le dernier de ces 
points. 

Reprenons I'equation (5), en y supposant t^ = nin — a, si Ton pose 
/, = 2i7r H- 07, nous aurons 

sina: — xcosa = «cosa— sin«, 

d'oii Ton d^duit les r^sultats suivants : 

a = o, X o, 

lO®, 20**, 

2o", Sg", . 

3oS 6i% 

4o», 82«, 

5o**, io4"2o', 

6oS i28*»3o', 

7o», i58«, 

8o«, i89*>3o', 

9o», 270«. 

Pour que la seconde oscillation succfede imm^diatement k la pre- 
miere, il faut que Ton ait x^n^OL^ ce qui n'a lieu qu'k partir de 
a = 6o^. Au-dessous de cet angle, on a, pour la duree de Tarret 
TT — a — a?, entre la premiere et la seconde oscillation. 



i5o" 


pour 


a = 10", 


121" 




20°, 


89- 




3o», 


580 




40", 



25" 40' 5o«. 

La seconde oscillation est identique a la premiere , et ainsi de suite. 
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Pour calculer la duree de la seconde oscillatioo lorsque a > 5o®, 
noQS appliqueroDS Tequation (9), qui donne, en y faisant £2=^*^^"* 
et l| = 2i7r-f- 07, 

sinz -+■ z cosa = sin^c -+• x cosa, 

pour a = 60®, z = 1 38**, z — x( duree de roscillalion ) = 9*3o', 

70% i6o», ( )) ) 2«, 

8o», i66«3o', ( D ) -^3". 

La derniere des valeurs de z — x etant negative, il en resulte que les 
premieres oscillations de rang pair n'existent plus a partir de a = 80®, 
comme pour a = 90**, eas pour lequel le mouvement est continu. 

Les arrets entre les oscillations de rang impair et celles de rang 
pair, mesur6es par tt — z -f- (tt — a) = qtt — (2 -h a), sont : 

pour a = 6o«, 162**, 

70°, 1 So". 

Pour a= 80^, Tarret entre deux oscillations cons6cutives est 

r — :c-f- TT — a = 9i°. 

Ainsi, au bout d'un certain temps, qui pourra etre tres-long si a est 
tres-voisin de 90 degres, le mouvement devient periodique; mais deux 
periodes consecutives sont separees par un arret constant. 

En resume : 

1^ Au bout d*un certain temps, dependant des conditions initiales 
du mouvement, et qui sera d'autant plus long que a differera moins 
de 90 degres, le mouvement devient periodique; 

2® Au-dessous d'une valeur a, de a comprise entre 5o et 60 degres, 
deux oscillations sont identiques, mais sont separees par un arret con- 
stant; 

3® Dans les autres cas, on a une serie de groupes de deux oscil- 
lations consecutives non identiques; deux groupes successifs sont se- 
pares par un arret constant, qui devient nul lorsque a atteint 90 de- 
gres. 

Ces difTerents resultats sont en desaccord avec ce principe a priori 
pose par Laplace : Vetat d'un systeme matdriel dans lequel les influences 

20. 
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des conditions initiaks du mouvement ont disparu par suite des resistances 
developpies dans ce mouvement est piriodique comme les forces qui som- 
citent ce systime. 

La periodicit6» telle qu'elle est comprise dans cet eDonce» ne peut 
avoir lieu que si les resistances sont des fonctions impaires de la 
Vitesse. 



SUR LES 



MODIFICATIONS QUtPROUVE LA LUMIERE 



PAR SUITE 



DD IODTHIIIT DB U SOOIGE LDIIHBIISI R DD lODf EIBHT DB L'OBSBRTiTBIlR 

(PEUiltaB PARTIB); 



Par M. MASCART, 

PROFBSSBUR SUPPLANT AU GOLL^B DB FRANCE. 



I. — Introduction. 

La question qui fait I'objet de ce travail a et^ traitee par la plupart 
des savants qui sesoDtpreoccupes des progr^sde Toptique, soitau point 
de vue dela theorie de la lumiere, soil au point de vue des observations 
astronomiques. Je n'ai pas la pretention del'avoir resolue d'une maniere 
definitive, mais je rapporterai toutes les experiences que j'ai tentees, 
ne serait-ce que pour epargner une grande perte de temps k ceux qui 
voudraient entrer dans la ineme voie. Le probleme se subdivise natu- 
rellement en plusieursautresplus simples, danslesquels on considerera 
le mouvement de la source lumineuse seule, Tobservateur etant 
immobile, ou bien le deplacement de I'observateur en presence d*une 
source fixe, ou enfin la combinaison de deux mouvements simultanes. 
Je vais chercher dans un court historique, non pas a passer en 
revue tons les travaux qui ont ete publics k ce sujet, mais seulement a 
mettre en relief ceux qui se rattachent d'une maniere plus direcle a la 
theorie et k discuter les experiences les plus importantes. 
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Le pheuomene de Taberration des etoiles, le premier doDt on ait cher- 
che a rendre compte, s'explique sans difficulte dans les deux systfemes 
de remission et des ondulations, au moins tant qu'on suppose que les 
observations ont lieu dans le vide ou dans Fair, la lumi^re n'ayant pas 
k traverser de milieux ponderables dans lesquels la vitesse de propa- 
gation ^prouverait un changement notable. L'explication devient au 
contraire tres-delicate si la lumiere qui nous vient des etoiles subit une 
refraction, comme cela a lieu dans les objectifs de lunettes; les obser- 
vations astronomiques apprennent que la direction apparente d'un astre 
est la m6me quand on la determine avec une lunette a refraction, ou un 
telescope k reflexion, ou simplement par la vision directe; c'est Ik 
un premier point sur lequel toutes les theories devaient s'accorder. Or, 
la theorie de remission semble indiquer que la deviation apparente 
imprimee a un rayon de lumiere par un prisme r^fringent participant 
au mouvement de translation de la Terre doit 6tre diflerente suivant 
que la lumiere incidente se propage dans le sens ou en sens contraire 
du mouvement du prisme (*). Arago a essaye de verifier cette conse- 
quence en observant des etoiles situees en diflerents points de Teclip- 
tique et dont la Terre s'eloigne ou se rapproche en vertu de son 
mouvement de translation, et il est arrive a cette consequence que la 
deviation imprimee par un prisme a la lumiere provenant d'une etoile 
n'eprouve aucune modification quand on passe d*une etoile a une 
autre. Cette experience d'Arago est devenue celebre par les conside- 
rations remarquables qu'elle a suggerees a Fresnel, mais je crois 
qu'elle n'a ete decrite nulle part. Arago lui-meme en parle d'une 
maniere trop concise (^) dans sa Notice surFresnel, sans dire quel itait 
le procede d'observation. La seule indication que je connaisse k ce 
sujet est la phrase suivante de M. Fizeau (') : c En cherchant si la 



( ' ) II n'y a lieu dc consid^rer dans lout ce qui suit que Teffet produit par le mouvement 
de translation de la Terre. En effet, d'apr^s les observations de Struve, Taberralion ou le 
rapport de la vitesse de translation de la Terre k la vitesse de propagation de la lumiere esi 
^gale k 2i'',44^f ou environ tttto* ^ vitesse d'un point de T^uateur due au mouvement 
de rotation de la Terre n*est pas -^ de la vitesse de translation ; Tinfluence qu*elle peut 
exercer est done inf^rieure ^ ^ de Taberration, et par suite absolumenl n^gligeable. 

(^) QEuvres completes d'Jrago, t. I, p. 157. 

(•) Annates de Chimie et de Physique, 4* S^rie, t. XIX, p. an. 
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deviation produite par un prisme achromatique sur la lumifere d'une 
etoile est difierente lorsque la Terre se meut vers cette eioile ou lors- 
qu'elle s'en eloigne, M. Arago a constamment trouve que cette 
deviation est la meme dans les deux cas. > Or, la vitesse, relative au 
prisme, de la lumiere qui provient d'une etoile, ne change pas de plus 
de Yo^ dans les cas les plus favorables ; Tindice de refraction et la 
deviation elle-mSme ne peuvent varier, quelle que soit la theorie, que 
de fractions de meme ordre, et il parait bien difficile d*apprecier des 
changements aussi faiblesavec le seul secoursd'un prisme achromatism. 
Malgre toules les ressources que donne aujourd'hui Tanalyse spectrale, 
ces changements sont encore a la limite de precision des experiences 
lorsqu'il s'agit de la lumiere des etoiles; je ne crois pas que Tobser- 
vation d'Arago ait pu etre faite dans des conditions assez rigoureuses 
pour avoir une force demonstrative, et la faveur dont elle a joui dans 
la science me parait surtout due k la demonstration qu'en a donn^ 
Fresnel. 

Fresnel a fait voir en effet (*) que Ton pent rendre I'experience 
d'Arago, ainsi que le phenom^ne de Taberration a travers les milieux 
refringents, compatible avec la th^orie des ondulations, a I'aide d'une 
hypothese particuliere sur Tentrainement de Tether par la matifere 
ponderable. II avait deja ete conduit, pour expliquer la refraction, a 
admettre que la densite de Tether dans un milieu croit avec I'indice 
de refraction, et que la vitesse de propagation de la lumiere est en 
raison inverse de la racine carree de la densite de Tether. 

Fresnel assimile ainsi Telasticite de Tether, qu'il suppose la mdme 
dans tons les milieux, a la pression d'un gaz, et applique aux ph^no- 
menes lumineux la formule demontr^e par Newton pour la propagation 
des ondes sonores, bien que les vibrations soient dans le premier cas 
transversales, et dans le second cas paralleles k la direction de la pro- 
pagation. II admet ensuite que, lorsqu*un corps est en mouvement, il 
entraine avec lui, non pas la totality de Tether qu'il contient, mais une 
partie seulement, Texces de cet 6ther sur celui qui existe dans le 
meme volume du milieu ambiant. 

A Taide de ces deux hypotheses, on pent trouver Texpression de la 

(* ) OEuvres de Fresnel, I. n, p. 627. 
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Vitesse de propagation de la lumiere dans un milieu mobile, par !e 
raisonnement suivant, qui equivaut k celui de Fresnel : 

Soit A la densite de Tether et V la vitesse de la lumiere dans le vide, 
A' etVMes grandeurs analogues pourun corps dont Tindice de refraction 
est n. Si ce corps est anime d'un mouvement de translation dont la 
vitesse est u, la masse d'ether en mouvement dans I'unite de volume 
est A' — A, d'apres I'hypothfese de Fresnel; la quantite de mouvement 
correspondante est (A'— A) u. La quantity de mouvement serait la 
meme si Tether total du corps se transportait avec la vitesse u' donnee 

par Tequation 

A'w' = (A'-A)w, 

d'oii 

Si ce corps est parcouru par des ondes lumineuses qui cheminent dans 
le sens ou en sens contraire des deplacements du corps, la vitesse de 
propagation se trouvera augmentee ou diminuee de la vitesse u' de 
transport de Tether. 
La premiere hypothese de Fresnel donne aussi 





A V" I 
A' ~ V ~ /i» 


il en resulte 




(I) 


«'=«(.-„- 



Les raisonnements et les hypotheses sur lesquels est basee cette 
demonstration ne sont pas a Tabri d'objections, mais la formule parait 
avoir un grand degre de probabilite. 

En s'appuyant sur cette formule, Fresnel a moutre que le mouvement 
de la Terre influe sur la refraction absolue de la lumiere dans un prisme, 
mais que le changement de deviation est exactement compense par le 
phenomene de Taberration. En d'autrestermes: 

c La refraction apparente dans un prisme mobile est egale a la re- 
fraction absolue dans un prisme fixe. > 

Get enonce est la traduction de Texperience d'Arago. 

En 1839, M. Babinet a public dans les Comptes rendus de V Academic 
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des Sciences {* ) une experience sur laquelle j'aurai {'occasion de revenir 
et qui est decrite dans les termes suivants : 

< J'ai constate que le mouvement de la Terre n'influe en rien sur la 
vitesse des rayons qui traversent un milieu refringent entraine par la 
terre, ou du moins que deux rayons interferents, qui traversent deux 
epaisseurs de verre egales entre elles, mais parcourues par les deux 
rayons dans des sens opposes relativement a la direction de ces rayons, 
produisent les memes franges et a la meme place que si la Terre eut &t& 
immobile, ce qui est en opposition directe avec une des explications 
que Ton adonnees de la fameuse experience negative deM.Arago, aussi 
bien qu*avec celle que j*avais donnee moi-meme dans le Memoire lu k 
rinstitut le 2novembre 1829. Ce sera une nouvelle condition a remplir 
pour toutes les theories de la propagation de la lumiere dans les milieux 
refringents. Dans mon experience, suivant les theories admises ou 
proposees, le deplacement de franges eut ete de plusieurs largeurs de 
franges, c'est-a-dire de plusieurs millimetres, tandis que par I'obser- 
vation il a ete completement nul. > 

M. Stokes (^) est revenu a plusieurs reprises sur Taberration pour 
montrer que ce phenomene est compatible avec la theorie des ondu- 
lations et I'hypothese de Fresnel sur Tentrainement partiel de Tether. 
M . Stokes rend comple de Texperience negative de M. Babinet a Taide 
des principes ordiifaires et demontre, par des calculs tr^s-simples, que 
les lois de la reflexion et celles de la refraction dans les milieux uni- 
r^fringents ne sont dans aucun cas modifiees par le mouvement de la 
terre. Fresnel n'avait demontre cette propriete que pour un cas parti- 
culier de refraction, mais sa methode est facile a generaliser; il ajoute 
d'ailleursqu* « on peut s'assurer par un calcul tres-simple qu*il doit en 
etre de meme de la reflexion. > 

L'explication de Fresnel semble avoir re^u une confirmation eclatante 
de Texp^rience par laquelle M. Fizeau a demontr^ en i85i (') que la 
vitesse de propagation de la lumiere dans Teau en mouvement est 
augmentee ou diminuee suivant que la propagation s*eflectue dans 



(')T.IX, p.774. 

(') Philosophical Magazine, V s^rie, t. XX VU, p. 9; I. XX Vm, p. 76 ei passim. 

(•) Annales de Chimie et de Physique, Z* s^rie, t. LVD, p. 385. 

AnnaUs de VEcole Normale, 3* Sdrie. Tome I. 21 
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le sens ou en sens contraire du transport de I'eau. En appliquant les 
raisonnements de Fresnel au caleul du deplacement des franges dans 
les conditions oil Tobservation etait faite, on trouve 0,92 ou o^A^ d^ 
frange, suivant que Ton suppose que I'eau entraine la totalite de 
Tether qu'ellc contient ou seulement la fraction indiquee par Fresnel. 
Or, M. Fizeau a observe un deplacement de 0,46 de frange, et comoie 
on n'a guere de choix qu'entre ces deux hypotheses, on pent consi- 
derer les principes de Fresnel comme confirmes par Texpirience. Tou- 
tefois, pour 6tre rigoureux, il faut remarquer que Texperience n'a 
fait que verifier que Tentrainement des ondes par les milieux en mou- 
vement est conforme a la formule (i) et que Ton pent substituer aux 
hypotheses de Fresnel toute autre hypoth^se qui conduira finalement 
soit k la meme formule^ soit a une autre peu differente. Dans tous 
les cas, les consequences que Fresnel a deduites de sa theorie se trou- 
vent confirmees, et il semble en resulter que la reflexion et la refraction 
seront impuissantes a mettre en evidence le mouvement de translation 
dela lerre ('). 

M. Hoek a fait tout recemment une experience (^) qui lui parait 
demontrer que ia formule de Fresnel est exacte a moins de ^u pi*^s. 
L'appareil se compose de deux lunettes identiques a celles que 
M. Fizeau a employees dans Texp^rience qui precede. Entre les deux 
est dispose, de manifere a n'intercepter que la moitie du faisceau lumi- 
neux, un tube renfermant une colonne d'eau. Les rayons partis d'une 
fente traversent une lame transparente, puis Tobjeciif de la premiere 
lunette, vont se reflechir sur le miroir de la deuxieme et reviennent, 
apres s'etre reflechis sur la lame transparente, former une image de la 
fente. Les deux moities du faisceau total ont, comme on le voit ais^ment, 



(') Toutes ces questions sont trte-d^licates et ont souvent conduit ^ des interpretations 
conlradictoires. Ainsi M. Huggins {Annates de Chimie et de Physiffue, t. XV, p. 495) a 
observe que la raie F du spectre de Sirius n*est pas situ^e rigoureusement au meme point 
que la raie correspondante dans les autres spectres d'etoiles ou de sources terrestres , et il 
a attribue ce deplacement au mouvement relatif de Sirius et de la Terre. Je crois que 
Finterpretation de M. Huggins est exacte, mais il importe de remarquer qu*elle est con- 
traire k la formule de Fresnel et k Texperience d'Arago, d'apr^s lesquelles le mouvement de 
la Terre serait sans influence. 

(') Archives neerlandaises, t. IH, p. iSo (1868). 
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traverse Teau en sens contraires; si done la colonne liquide est parallele 
a la direction du inouvement de la Terre, les deux faisceaux pourront 
avoir eprouvcdes retards differents et produiredes effets d'interference 
que Ton apercevra en examinant avee un spectroscope Timage de la 
fente produite par le concoursdes rayons. L'experienceindique que les 
rayons sont en parfaite concordance, ce qui perniet d'etablir une 
relation entreles retards eprouves paries deux faisceaux, suivantle sens 
dans lequel ils ont traverse le liquide qui participe au mouvement de 
la Terre; or la formule deFresnel satisfait pleinement a cette condition. 
Je ne rapporte pas les calculs de M. Hoek, parce que Texperience me 
parait devoir etre interpretee d'une maniere un peu differente, a cause 
de cette circonstance que Ton opere avec une source terrestre; j'y 
reviendrai plus lard. 

La compensation qui doit se produire dans les experiences prece- 
dentes, d'apres la theorie de Fresnel, n'a pas lieu necessairement 
pour tons les phenomenes d'optique. D'autres effets dependent de 
rindice de refraction, par exemple la rotation qu'une lame a faces 
paralleles imprime au plan de polarisation d'un rayon lumineux qui la 
traverse dans une direction differente de la normale. Si I'indice de 
refraction augmente, la rotation du plan de polarisation est modifiee; 
si le changement de Tindice est du au deplacement de la lame, il ne 
parait pas qu*il doive se produire dans la rotation du plan de polari- 
sation une compensation analogue a celle qui avait lieu pour la 
direction apparente du rayon refracte. En d'autres termes, la rotation 
du plan de polarisation doit dependre de Tindiee de refraction absolue, 
non de I'indice apparent, et si Ton multiplie I'effet en employanl une 
serie de piles de glace convenablement disposees, on pourra mettre en 
evidence un changement dans la rotation selon que I'observateur, par 
suite du mouvement de la Terre, marchera vers la source de la lumiere 
ou dans la direction oppos6e. Tel est le principe d'une experience 
entouree de difTicultes pratiques, par laquelle M. Fizeau (*) a essaye 
de mettre en evidence le mouvement de translation de la Terre. Les 
moyennes des observations ont indique, en effet, un changement de 



(' ) Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. LVIU, p. 129. 
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rotation dans le sens prevu par la theorie et avec une valeur de meme 
ordre que celle qui resultait du calcui. 

M. Babinet, a qui I'on doit I'explication ^l^mentaire des phenom^nes 
remarquables que presentent les reseaux, a montr^ aussi le premier (*) 
que le mouvement du reseau produit un changement appreciable dans 
la deviation des rayons diffractes ou paragdniques , Dans ce cas, il se 
trouve heureusement que Taberration produite par le deplacement de 
la lunette s*ajoute au changement de deviation absolue produit par le 
mouvement du reseau, de sorte que, loin d'etablirune compensation, le 
phenom^ne de I'aberration exag^re I'efTet que Ton veut apprecier. En 
disposant convenablement I'experience, le changement de direction 
que Ton doit mettre en evidence pent etre egal k 

4 ^ tang if 

expression dans laquelle a designe I'aberration, et 9 la deviation de la 

lumiere consideree k travers le reseau en repos. Or, il n'est pas 

impossible, comme on le verra plus loin, d'observer des spectres de 

diffraction tres-intenses a une distance de 4^ degr^s de la direction des 

rayons incidents; on voit done que Tangle qu'il s'agit d'apprecier 

pent etre de 

4xao^445 = 8I^7, 

c'est-a-dire de plus d'uner minute. II suffirait alors d'appareils de mesure 
d'une precision tres-ordinaire, pour constater ce deplacement. 

M. Angstrom (') et M. van der Willigen (') sent parvenus, chacun 
de leur cote et par des methodes un peu differentes, au meme resultat 
que M. Babinet. M. Angstrom a fait aussi un certain nombre d'exp^ 
riences dans lesquelles il a cherch^ k mesurer le deplacement dont il 
s'agit, et il a cru constater un deplacement d'environ lo secondes, 
parfaitement conforme a celui qu'indiquait le calcui. ToutefoisM. Angs- 
trom ajoute que la question ne lui parait pas suffisamment elucid^e 
au point de vue des considerations theoriques. 



(') Sur la parage nie (Cosmos, i3 et ao octobre 1864). 

(') Pogg' ^nnalen, t. CXXIII, p. 5oo (1864). 

(') Anhives du Musie Teyler, vol. I, fascicule I (Harlem). 
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Dans tout ce qui precede on a suppose implicitementy et c*est ainsi 
]ue les experiences de M. Fizeau et celles de M. Angstr5m ont ^t^ 
^alisees, que Ton fait reflechir la lumiere solaire dans la direction 
est-ouest ou dans la direction opposee, en profiiantde I'heure (midi)^ 
aquelle le mouvement de translation de la Terre est le plus voisin 
d'etre perpendiculaire au meridien. C'est cette lumiere reflechie que 
Ton utilise, par exemple, en la faisant tomber sur un reseau situe dans 
le plan du meridien ('). On verra plus loin Timportance de cette 
observation. 

Enfin D()ppler (^) a fait faire un grand pas a la question en remar- 
quant que le mouvement de la source de lumiere modifie la longueur 
d*ondulation. On couQoit aisement que, si une source vibrante est en 
mouvement, les ondes successives seront plus resserr^es en avant, plus 
^cartees en arriere, et conserveront a droite et a gauche les memes 
distances que si la source etait en repos. Le deplacement de la source 
6quivaut done ^ un changement de ton ou de couleur de la lumiere, et 
DOppler a cru pouvoir expliquer ainsi par le mouvement des astres la 
coloration des ^toiles changeantes etdes etoiles doubles. II est facile de 
montrer que cette theorie ne pent pas rendre compte de la couleur des 
etoiles, mais la modification produite sur la longueur d'onde ne parait 
pas douteuse. La theorie s'applique d'ailleurs tout aussi bien aux 
vibrations sonores, et cette consequence a ete confirmee par les 
experiences de M. Buys-Ballot (•), M. Scott Russel et M. Fizeau (*). 
Un son parait plus aigu quand le corps vibrant s*approche de Tob- 
servateur et plus grave quand il s'eloigne; les memes phenom^nes se 
produisent quand Tobservateur se rapproche ou s'eloigne du corps 



(*) A r^poque des solstices, le mouvement de la Terre k midi et k roinuit est perpendi- 
culaire aii meridien. Aux Equinoxes, la vitesse de traDslatioo de la Terre aux mdmes heures 
fait avee la normale au meridien un angle inf^rieur k aS'^So' dont le cosinus est 0,9171. La 
composaute perpendiculaire au meridien de la vitesse de la Terre diminue done de moins 
de V; dans le cours d*une ann6e, et il n'y a pas k se pr^ccuper beaucoup de la date des 
experiences. 

(*) Abhandlungen der Kdnigl. Bdhm, Geselischaft der fFissenschaften, V. Folge Bd a 
(1 84a). 

(*) Pogg, Jnnalen, t. LXVT, p. 3ai. 

{*) jinnales de Chime et de Physique, 4* s^rie, t. XIX, p. an. 
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sonore. M. Fizeau a emis aussi des 1848 Tidee que les considerations 
de Doppler pourraient conduire a la mesure de la vitesse absolue des 
etoiles par le deplacement des raies du spectre; je n'ai pas besoin de 
rappeler les travaux nombreux et iinportants qui ont ete publies sur 
cette question depuis quelques annees. 



II. — Premieres experiences. 

Avant d'exposer aucune iheorie, je vais rapporler quelques expe- 
riences qui m'ont conduit a modifier en plusieurs points importants 
les idees generalement adoptees sur Temploi de la lumiere solaire et 
de celle des sources terrestres. Comme j'avais a ma disposition des 
reseaux d'une grande perfection, j'ai cherche d'abord a verifier par 
experience la theorie de M. Babinet, ainsi que M. Angstr5m Tavait fait 
deja; mais j'ai rencontre des le debut des difficult^s et des circonstances 
inattendues qui m'amenerent pen a pen a multiplier et a varier les 
procedes d'observation. 

Les deplacements qu'il s*a^issait de mettre en evidence ne devaient 
pas atteindre i minute dans les cas les plus favorables, et provenaient 
de la difference de deux angles tres-grands; il etait done necessaire de 
recourir a des instruments tres-precis. Les goniomfetres ordinaires, 
dont la lunette a une longueur focale de 25 k 3o centimetres, donnent 
habituellement 10 secondes par les verniers et permettent quelquefois 
d'evaluer une demi-division, c'est-a-dire 5 secondes; cette precision ne 
m'a pas paru sutfisante. Le cabinet du College de France possede un 
grand theodolite construit en j854 par Brunner sur les indications de 
M. Regnault el dispose de maniere a permettre Tobservation de tous 
les phenomenes d^oplique. Le cercle divise de cet instrument a 35 cen- 
timetres de diamelre; les verniers donnent directement 3 secondes et 
permettent d*estimer des angles un peu plus petits; les objectifs des 
lunettes ont 55 centimetres de longueur focale et 55 millimetres de 
diametre. L'une des lunettes a ete munie d*une fente et adaptee a 
rinstrument a la maniere des collimateurs de spectroscopes. 

Les reseaux dont je me servais alors etaient deux reseaux de Nobert 
traces sur verre au diamant; Tun d*eux porte 1801 traits, Tautre 36oi; 
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le premier appartient a TEcole Polytechnique, le second a rAssociation 
Scientifiquc; les traits ont i5 millimetres de longueur et couvrent un 
espace de 6™™,77 de largeur. 

Je me suis apergu apres coup que les elements que j'avais entre les 
mains etaient loin de repondre a la precision que j'avais d'abord 
esperee. La largeur du reseau n'etant que de 6™™,77, la lumifere 
diffractee dans une direction determinee ne couvrait que le ^ de la 
largeur totale de Tobjectif et moins que le | du diametre qui donne le 
pouvoir optique maximum, Texperience ayant montre que la lunette 
gagne a etre un pen diaphragmee; de sorte que le pouvoir optique 
utilise n'etait pas le \ du pouvoir optique maximum de la lunette. II 
aurait fallu pouvoir employer un reseau divise sur une largeur egale k 
celle de I'objectif; je n'ai pas besoin d'insister sur la diflBculte d'obtenir 
un pareil instrument. CependantMM.Brunnerconstruisentactuellement 
des reseaux tout k fait comparables k ceux de Nobert, et j'espfere qu'ils 
parviendront a leur donnerles dimensions qui m'eussent et^n^cessaires. 
Quoi qu'il en soit, les spectres de diffraction obtenus dans les conditions 
que je viens d'indiquer etaient tres-disperses, mais les raies Etaient un 
pen moins nettement decoupees que si Ton eut employe une lunette 
plus courte et un grossissement plus faible. 

L'experience etant faite vers midi, le collimateur etait dirige vers 
I'ouest, par exemple, et le reseau place normalement k Taxe du colli- 
mateur. On faisait reflechir la lumifere solairesuivant I'axe du collimateur, 
de rouestkl'est, et Ton mesurait la double deviation d'une raie bien 
nette, du groupe D ou du groupe b, dans le premier spectre du reseau, 
a 36oi traits ou, dans le second spectre du reseau, a 1801 traits. (Le 
premier reseau etant bien inferieur au second, je ne citerai que les 
nombres relatifs au dernier). Le collimateur etait ensuite dirige vers 
Test et Ton recommeuQait la mSme mesure sur la meme raie; puis Ton 
revenait k la direction primitive, de manifere a obtenir une serie de 
resultats alternatifs pour eliminer les causes d'erreurs accidentelles. 
Le reseau 6tait le plus souvent normal aux rayons incidents, ce qui 
correspond k un cas ou la theorie est plus simple; mais dans d'autres 
experiences on a mesure la deviation minimum et les resultats ont ete 
les mdmes. La deviation de la raie D dans le cas precedent etait 
d'environ 18 degres dont la tangente est 0,3^49. ^^ double deviation 
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aurait dUf d'apresM. Babinet^ ^prouver un changement de 

4 X 2o",445 X 0,3249 = 26^,57. 

Or, Texperience n'a donne enlre les deux series de mesures relatives 
aux deux directions est et ouest que des differences qui variaient d^une 
maniere irreguliere, tantot en plus, tantdt en moins, et de mSme ordre 
que celles qui se manifestaient dans les nombres d'une meme serie. 
Malgre tous les soins, les differences extremes dans une meme serie 
atteignaientquelquefois i5 secondes; dans d'autres casplus rares, elles 
n'etaient plus que de 8 secondes, chacune des mesures ne s'ecartant 
au plus de la valeur moyenne que de 4 secondes. Ges petits hearts 
s*expliquent aisement par diverses circonstances. Les raies n^avaient 
pas la nettete qu'on leur voit habituellement dans des spectres moins 
dilates; I'experience que je rapporte etant faite pendant I'^t^ (aout 
1869), la lumiere solaire qui penetrait dans la cbambre noire et la 
presence prolongee de Tobservateur dans le voisinage du theodolite 
pouvaient y causer des variations de temperature et des dilatations 
inegales; enfin, les grandes dimensions de Tappareil le rendaient 
trop sensible aux trepidations exterieures. En toutcas, ilparait difficile 
qu'une difference de 26 secondes ait pu ecbapper, surtout dans une 
moyenne de i5 ou 20 experiences alternatives, parce que cette diffe- 
rence est superieure a tous les ecarts des mesures individuelles. 

Toutefois, avant de conclure, il m'a paru necessaire de modifier la 
methode experimentale, parce que les erreursrestaient dememe ordre 
de grandeur que la quantite qu'il s'agissait de mettre en Evidence. 
Comme cette quantite est tres-petite, j'ai cherche a Tobserver directe- 
ment au lieu de la deduire comme difference de deux mesures indepen- 
dantes. Le theodolite a ete place sur une table solide qui pouvait 
tourner autour d'un axe vertical. Le support de cette table 6tait un 
manchon en fonte, de i5 centimetres de diametre exterieur, termine 
par deux plates-formes de 3o centimetres de diametre; la plate-forme 
superieure portait la table, la plate-forme inferieure reposait sur une 
plaque de fonte parfaitement dressee. La table pouvait tourner douce- 
ment et sanssecousses sous la simple pression dudoigt, meme quand eile 
etait chargee du theodolite; il ne se produisait done ni flexions ni 
vibrations. On v^rifiait d'ailleurs que, la lunette etant point^e sur le 
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coUimateur, on pouvaitfaire tourner I'appareil en bloc dans une direc- 
tion quelconque, sans produire aucun dcpointement. L'experience est 
maintenant tres-simple. 

Le coUimateur etant dirige vers Touest ^ midi, et le reseau place 
normalement k Taxe du collimateur, on fait reflechir la lumiere solaire 
dans ja direction voulue et on pointe la lunette sur une raie d'un spectre 
dedidfractton. L'appareil etant fixe dans cet etat, on tourne la table de 
i8o degres, le collimateur se trouve dirige vers Test et on le fait tra- 
verser par de la lumiere solaire. Si le mouvement de la Terre a de I'in- 
fluence, la raie que Ton a vis^e ne doit plus se trouver sur le reticule 
de la lunette. 

Le depointementy s'il existe, doit etre double du changement de 
deviation simple ou moitie du changement de double deviation; ce 
serait pour la raie D^ dnns le cas de Texperience precedente, un de- 
placement de i3 secondes. Cette quantite est moitie moindre que celle 
qu'on avait a evaluer dans la premiere metbode; mais, au lieu de 
fairequatre mesures a I'aide de huit lectures sur les verniers, il suftit 
de constater si le reticule se maintient exactement au milieu d'une 
raie, observation qui comporte une extreme rigueur. Cette maniere 
d'operer n'exige pas, comme on le voit, Temploi d*un cercle divise. 

L'experience a ete faite un tres-grand nombre de fois, les obser- 
vations k Test et a Touest se succedant rapidement, ear il suffisait 
qu'un aide tournat un miroir pour que la lumiere fut reflechie dans 
I'appareil vers Test ou vers Touest; on a vis^ des raiesdu second, du 
troisi^me et du qualrieme spectre du reseau a 1801 traits et le resultat 
a ^te constamment negatif. On voyaitbien de temps en temps depetits 
depointements du reticule, mais il etait facile de s*assurer qu'on devait 
les attribuer k des causes accidentelles, car ils se conservaient dans les 
observations suivantes, et il sufBsait de retablir le fil au milieu de la 
raie consideree pour constater que le pointe se conservait rigoureu- 
sement pendant cinq ou six inversions de I'appareil dans les deux direc- 
tions opposees. 

Je rapporterai plus loin une experience dans laquelle il est plus 
facile de se rendre compte du degre de precision que comporte cette 
observation du depointement; mais, sans diseuter I'experience actuelle, 
U ue parait pas douteux qu'un deplacement de 5 secondes ne fut pas 

Annates de VEcole Norfnale, ^ Serie, Tome 1. 7.1 
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resleinaperQU,etcclasuffit pourmontrerquerexplicationdeM.Babinet 
est insuffisante. On peut dire, je crois, que les rayons solaires iprouMent 
la mime diffraction dans un reseau quand on les amine par la reflexion 
a marcher dans le sens ou en sens contraire da mouvement de translation 
de la Terre, 

J*ajoute que la difTraction de lalumiere solaire est la meme que celle 
d*une source terrestre de meme periode. On verra plus loin que cette 
consequence resulte de Tenonce qui precede, mais je m'en suis assure 
par experience. 

La moitie de la fenle du collimateur a ete couverte par un prisme 
rectangle de 4^ degres, qui recevait la lumiere solaire et la refill- 
chissait dans le collimateur. L'autre moitie de la fente etait eclair^e 
directement par de puissantes etincelles d'induction produites entre 
deux fils de magnesium; les raies vertes de ce metal correspondent, 
comme on sait, a Irois raies du groupe b du spectre solaire. On avait 
ainsi dans la lunette deux spectres de diffraction superposes. Celaetant, 
le collimateur a ete dirige vers Test, vers Touest ou vers le sud, a une 
heure quelconque de la journee, et Ton n'a pu apercevoir le moindre 
defaut de coincidence entre les raies brillantes du magnesium et les 
raies obscures correspondantes du spectre solaire. Je citerai encore 
plus tard une autre experience plus rigoureuse que celle-ci, mais cha- 
cun peut se faire une idee de Texactitude avec laquelle on peut con- 
stater ces series de coincidences, et je me suis cru autoris^ a enoncer 
la proposition suivante : 

Dans les phdnomenes de diffraction, la lumiere solaire riflechie dans 
une direction quelconque se comporte exactement comme celle dune source 
de lumiere terrestre de m6mepdriode. 

J'aichercheensuite a rendrecompie parla theoriedeceresultatinat- 
tendu ; je crois que Texplication se trouve dans cette simple circonstance 
que les miroirs sur lesquels on fait reflecbir la lumiere solaire parti- 
cipent necessairement au mouvement de la Terre, et que ce deplacement 
de la surface reflechissante modifie la longueur d'onde de la lumiere 
reilechie. D*un autre cote, la longueur d'onde de la lumiere emise par 
une source terrestre depend aussi de Tangle que fait la direction de la 
propagation avec le deplacement de la Terre, et il se trouve que la 
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lumiere solaire r^flechie et celle d'une source terrestre eprouvent exac- 
tement les inemes effels. 

A la suite de cet insucces, j'ai ete conduit a passer en revue la plupart 
des phenomenes d*optique et k chercher quels sont ceux d'entre eux 
sur lesquels le mouvement de la Terre peut avoir une influence appre- 
ciable. II n'y a guere qu'un genre d'experiences que je n'aie pas tente : 
c'est celle qui a ete imaginee et rcalisee par M. Fizeau sur la rotation 
du plan de polarisation par les piles de glace; il ne m'appartenait pas 
de repeter cette experience, et les difficultes considerables qu'elle pre- 
senter tant tbeoriques que pratiques, auraient suffi, a defaut d*autre 
motif, pour me faire hesiterh Tentreprendre. Pour rendre plus facile 
la lecture de ce Memoire et eviter de renvoyer a des sources etran- 
geres, je vais reprendremaintenantia question d*une maniere complete; 
je rappellerai brievement les demonstrations qui me paraissent bien 
etablies, et je decrirai les differentes experiences ^ propos des tbeories 
auxquelles elles se rapportent. Dans cette premiere Partie, je ne m'occu- 
perai pas des phenomenes dans lesquels il y a lieu de faire intervenir 
le deplacement d'un milieu refringent; je me bornerai, pour la tbeorie 
du moins, a Texamen des cbangements de longueur d*onde produits 
par le mouvement des sources de lumiere, a Tetude de Taction des 
miroirs mobiles et k celle des phenomenes de ditTraction. Dans tous ces 
cas, les principes sur lesquels on s'appuie ne paraissent pas douteux 
et les consequences sont rigoureuses. Au contraire, dans Tetude des 
effets de refraction, que je remets k une deuxieme Partie, il faut avoir 
recours a Thypothese de Fresnel, et les raisonnements sont beaucoup 
plus difficiles. 

On verra que dans la plupart des cas, en particulier pour ceux de 
diffraction, les effets que Ton recherche seraient beaucoup plus marques 
si Ton pouvait employer une source de lumiere fixe, comme celle d'une 
etoile. Quelques-unes de ces experiences me paraissent realisables,mais 
il faudrait pour cela des ressources d'appareils et d'installation dont je 
n'ai pas encore pu disposer. 



22. 
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HI. — Influence da deptacement d'une source de lumiere 
sur la longueur d'ondc des rayons qui se propagent dans 
differ entes directions. 

Considerons line source S [fig. i) de lumiere homog^ne placee dans 
le vide; designons par T la periode de vibration et par Y la vitesse 
de propagation. Si la source est fixe, les vibrations produites k deux 
epoques distantes d'une periode sont parvenues au bout d'un certain 

Fig. I. 
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temps t a des points A et B dont les vibrations sont identiques, et dont 
la distance est egale k YT, Tespace parcouru par la propagation pendant 
une periode; cette distance est la longueur d'onde X de la lumiere. 
Mais si la source se meut avec une vitesse u parallele k la direction 
consideree SA, elle parcourt Tespace SS'= z^T pendant une periodct 
de sorte que Tonde qui devait se trouver en B au bout du temps / est 
parvenue en B' a la distance BB'= SS'= mT; les deux points A et B' 
sont maintenant en vibrations concordantes, et la nouvelle longueur X' 
est devenue 

V=AB'=:AB~.BB'=(Y-a)T = VT (»-^)» ^'='^(>-^)- 

De meme, dans une direction opposee k celle du deplacement de la 
source, la longueur d'onde X" est devenue 

Si Ton considere la propagation dans une direction perpendiculaire k 
colle du deplacement de la source, on voit aisement que la longueur 
d^onde n'est pas modifiee, et enfin, dans une direction quelconque, le 
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cbangement de longueur d'onde est du k la composante du deplacement 
de la source parall^le a la direction consider^e. 

Cette demonstration de Ddppler a ^te adoptee par tous les physiciens, 
mais il importe de remarquer qu'elle ne s'applique exactement qu'au 
cas ou la propagation a lieu dans le vide, car en ecrivant que BB' est 
egal k SS'» on suppose implicitement que la vitesse de la propagation 
de la lumiere est independante de la longueur d'onde, c'est-a-dire qu*il 
n*y a pas de dispersion dans le milieu que Ton considfere. Sauf cette 
restriction, la theorie est presque evidente et s'applique sans difficulle 
au deplacement des etoiles. 

Des phenom^nes analogues se produisent a la surface de la Terre. Une 
source de lumiere terrestre, un corps qui subit une transformation 
chimique, par exemple, participe en meme temps au mouvement de la 
Terre. Si cette source de lumiere est situee dans I'air, on pent encore 
appliquer le calcul qui precede, car I'indice de refraction des gaz est 
tellement voisin de Tunite, que Tinfluencede la matiere ponderable est 
alors absolument n^gligeable ; le cbangement de longueur d'onde a 
lieu comme si la source etait dans le vide. Si done on designe par a 

I'aberrationoule rapport ^ de la vitesse de translation de la Terre k la 

vitesse de propagation de la lumiere dansle vide, la longueur d'onde 
de la lumiere emise dans la direction du mouvement de la Terre sera 

et celle de la lumiere qui se propage dans la direction opposee 

X designe ici la longueur d'onde que produirait dans Tair la source 
consider^e, si elle etait en repos. 

IV. — Reflexion sur un miroir mobile. 

Direction de la lumiire rd/lSchie. — II n'y a lieu de cbercber Tin- 
fluence du deplacement d'un miroir sur les lois de la reflexion que 
dans le cas oil Tobservateur est anime du meme mouvement que le 
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iniroir, c'esl-a-dire dans le cas du mouvemeDl de traoslatioD de la 
Terre. Pour calculcr cettc influence sur les lo'is de la reflexion et de 
la refraction, M. Stokes suppose que Ton imprime a I'^tber et au 
miroir ou au milieu r^fringent une vitesse egale et contraire h celle 
dc la Terre; mais celte mani^re d'envisager le probl^me ne me parait 
pas simplifler les raisonnements, et la demonstralioD est lout aussi 
rapidu quand on sail exactemeul la marche indiquee par Fresnel ('). 
1° SupposoDS d'abord que le mouvement de la Terre soil parallete 
au plan d'incidence et a ta surface reflechissanle. Soieut SA et SB 
{fig. 2} deux rayons incidents qui tombent sur le miroir k deux cpoquea 



distanles d'une unit^ de temps. On sail que, pour conslruire le rayon 
reflechi, il suffit de decrire du point A comme centre une sphere d'un 
rayon egal k V et de mener par le point B un plan tangent k cette 
sphere; la droite AM', qui joint le point A au point de contact, est le 
rayon refleclii. D'ailleurs le plan tangent BM' n'est autre chose que 
I'une des ondes reflechies, de meme que le plan tangent en M est une 
onde incidente. Les rayons incident e't reflechi MA et AM' son! nor- 
maux aux ondes correspondants , et Tangle d'incidence t est egal a 
Tangle de reflexion r. Mais si le miroir est mobile, comme nous Tavons 
suppose, suivant ta direction AB, pendant que la vibration a ete de A 
en M' en suivant le rayon reflechi, le point A du miroir est venu en A", 
de sorte que, par rapport au miroir et a (ous les objels qui se meuveot 
avec lui, la direction apparente du rayon reflechi est A''M', et Tangle 
apparent r' de reflexion est M'A''N''. De meme, pendant que la vibra- 
tion incidente est venue de M en A, le point A' du miroir est venu 
SttW au point A, la direction apparente du rayon incident est MA' el 

I* ) fwf- las Lecons an(ographi6es do Verdet d l'£cole Nonnale np^ieura. 
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Tangle apparent i' d'incidence est MA'N'. Comme les deux chemins A'A 
et AA"" sont egaux , Tangle apparent de reflexion est encore egal* a 
Tangle apparent d'incidence. II faut seulement remarquer que les di- 
rections apparentes des rayons incident et reflechi ne sont plus nor- 
males aux ondes correspondanles; la meme chose aura lieu dans pres- 
que tons les cas. 

2® Si le mouvement de la Terre a lieu suivant la droite A' A" {/ig. 3) 
perpendiculaire au plan d'incidence, la direction apparente du rayon 




incident est encore MA' et celle du rayon reflechi A"M'. Les deux plans 
d'incidence apparente MA'N' et de reflexion apparente N"A"M' sont 
paralleles enlre eux par raison de symetrie, et les angles d'incidence 
et de reflexion apparentes i' et r' egaux cntre eux. 

3° Supposons le mouvement de la Terre parallele aux rayons inci- 
dents , de sens contraire par exemple. Soient SA et SB {Jig. 4) deux 




rayons incidents qui tombent sur le miroir a des epoques distantes 

d'une unite de temps. Le miroir se trouve en AB quand il est frappe 

en A par le premier rayon, en A'B' quand il est frappe en B' par le 

second, et Ton a 

AA'=:BB' = «. 

Le rayon reflechi s'obtiendra en menant par le point B' un plan tan- 
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geDt a la sphere decrite du point A avec un rayon egal h, V. Les rayons 
incidents, apparent et reel, se confondent; le rayon rgfl^chi r^el est AM', 
le rayon reflechi apparent est A'M'. Gonome les angles de reflexion 
apparente et reelle r' et r different tres-peu, on obtient, en considd- 
rantle triangle A A' M', la relation 

AA' 

ou, en remarquant que le rapport j^ est ^gal a Taberration a, 

(i) r' — r = a sin(i4-r). 

Si Ton abaisse du point A la perpendiculaire AP sur le rayon SB, la 
longueur PB' est egale a Y. Le triangle APB donne 

V4-tt = ABsin« = (AC-f-CB)sini. 

Les deux angles AM'C, B'GB donnent aussi 

AC = -T — et CB= — a—- ^ — — r« 
sin r sin r 

On obtient, ej\ substituant ces valours dans Tequation precedente, 

%) ( 1 7h «) sinr = sin i[i — a cos( / + r)]. 

Les Equations (i) et (2) montrent que les difierences qui existent 
Miro les angles r\ r et i sont de Tordre de Taberration a; on pourra 
4^110 remplaccr r et r' par t dans tous les termes qui contiennent a en 
t^l^Ufi et les equations (r) et (2) peuvent s'ecrire 

lV sin r' = sin r-f- a sin 2 1 cost, 

iv sin I =sinr-f-a(cos2isinr4-sini), 

i^uiune les seconds membres sont egaux, il en resuke que r'rr 1; 
V^M^t^^PP^^^"^ de reflexion est egal a Tangle d'incidence. 

1^ finfin, si le mouvement de la Terre a lieu dans une direction 
Au^fonquo, on pourra le remplacer par trois autres paralleles aux 
T^ 4irMlions considerees deja, cbaqun d^ ces mouvements partiels 
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etant sans influeDce sur les lois de la reflexion, et il en sera de meme 
pour le mouvement resultant. 

On en conclut done que, dans tous les cas, le mouvement de trans- 
lation de la Terre n'a pas d'influence sur les lois de la reflexion, du 
moins en ee qui concerne la direction des rayons incidents et reflechis. 

Le raisonnement s'applique, bien entendu, k une source de lumiere 
quelconque, fixe ou mobile, puisqu'il est independant de la longueur 
d'onde des rayons incidents. 

Modification de la longueur d'ondepar la rdfiexion. — Le changement 
de longueur d'onde produit par la reflexion sur un miroir mobile est 
la cause pour laquelle la th^orie de M. Babinet, sur le deplacement 
des rayons parageniques, ne s'applique pas a la lumiere solaire refl^- 
chie par un miroir terrestre. J'ai cherche si ce mouvement du miroir 
avait attire Tattention des physiciens : le passage suivant d*un Memoire 
de M. Fizeau (') est la seule circonstance dans laquelle on me parait 
s*en etre preoccupe, mais au point de vue du chemin parcouru, et non 
pas du changement de longueur d'onde : 

« Une experience de M. Babinet (celle qui a ete rapportee p. i6i) 
paraissait en contradiction avec Tbypothese d'un changement de Vi- 
tesse conforme a la loi de Fresn^l. Mais, en considerant les circon- 
stances de cette experience, j'ai remarque I'existence d'une cause de 
compensation qui devait rendre insensible I'efiet du au mouvement. 
Cette cause reside dans la reflexion que la lumiere subissait dans cette 
experience. En eflet, on pent demontrer que, lorsque deux rayons ont 
entre eux une certaine diff'erence de marche, cette difference est alteree 
par I'effet de la reflexion sur un miroir en mouvement. Or, en calcu- 
lant separement les deux effets dans I'experience de M. Babinet, on 
trouve qu'ils ont des valeurs sensiblement egales et de signes con- 
traires. » 

L'influence du deplacement du miroir pent se deduire tres-simple- 
ment du principe d'Huyghens, que Fresnel enonce de la maniere sui- 
vante {^) : 



( •) Annates de Chimie et ile Physique, 3* s6rie, t. LVII, p. 4o3. 
(*) QEuvrrs completes, t. I, p. 293. 

Annates de I'tcole Normale. 2* Serie. Tome I. 3*3 
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< Les vibrationB d*une onde lumioeufie dans cbaeutt de sas points 
peuvent etre regardees comme la somme des raouvemeots el^Memtaires 
qu'y <»nverraient au meme instant, en agissant tsol^mest, tous les 
points de cette onde consider6e dans uiie quelconque de ses positions 
anterieures. > 

Ce principe est encore vrai lorsque la surface vibrante que Pon sub- 
stitue k la source de lumi^re est, non pas seulement une surface d'onde* 
mais une surface quelconque entourant la source, et dont chacun des 
points est artificiellement entretenu dans I'etat de vibration que lui 
communique la source; cette surface elle-meme pent d'atUeurs -Mre 
r^duite a sa partie efficace. Pour cal^uler les pbenom^iies de reflexioo 
en particuJier, on pent supprimer la source, hi condition de oonsiderer 
le miroir comme une surface vibrante dont chaqite point aurait un etat 
vibratoire de meme periode que celui qu'il re^oit de la source. 

Soient done XY (fig. 5) la surface du miroir^ BA un rayon incidcot 
dont les deux points B et A sent situes sur deux ondes suocessives, de 

Fig. 5. 




sorte que leur distance est egale k la longueur d'onde X. Si te miroir 
itait immobile, la vibration qui est actuellement en B arriverait au 
miroir au bout d*une periode T. Mais, k cause du mouvement du miroir, 
le point A est parvenu en A| quand il est atteint par Tonde B; la 
vibration que re^oit alors le point A| provient, non du point B, mais 
d'un autre point B' de la meme onde. Designons, comme prec^dem- 
ment, par u la vitesse du miroir; appelons 9 Tangle que fait la direc^ 
tiou de cette vitesse avec le prolongement de la normale BA aux ondes 
iucidenles, et T' le temps que met la vibration pour aller de B' en Ai; 
ct' temps T sera la periode de vibration d'un point du miroir. On a 

BA, = Vr = B'A' 4- A'A. = VT-f- a cosyT' ; 
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on 6D deduit 

T 



T = 



u 
I— V ^03? 



ou sensiblement 



- = t(h-^cos9). 



Le miroir se comporte done comroe une source de lumiere de pe- 
riode T, c'est-a-dire ^mettant k Tetat de repos des vibrations dont la 
longueur d'onde serait 



X, = VT'=: X ^4- ^ cos^y 



II faut tenir compte maintenant du deplacement du miroir pour 
evaluer la longueur d'onde 1^ de la lumifere reflecbie. En designant 
par f' Tangle que fait la vitesse du miroir avec la normale AC aux 
ondes reflechies dans le sens de la propagation* on aura, d'aprfes ce 
qui a et^ dit plus baut (p. 173), 



Xa = X, (l— ^COS<f/j 



ou bien, en remplafant X| par sa valeur et n^gligeant les termes qui 



renferment le carre de y> 

i, = X -h y X( C0S9 — C0S9'). 

On voit aussi que la direction absolue BA du rayon incident est nor- 
male aux ondes incidentes, tandis que la direction appirente BA| fait 

avec la normale un angle de I'ordre du rapport y; il en est de m^me 

pour les rayons refleehis absolu ou apparent. 

Application a la lumiere solaire. — II r^sulte du calcul pr6c^dent 
que la lumiere solaire r^^hie dans une direction quelconque par un 
miroir qui participe au mouvement de la Terre est identique k celle 

23 
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qu'emet dans la meme direction one source terrestre de meme p^riode. 
En effet, comme le mouvementde la Terre est sensiblement circulaire. 

Tangle f est toujours tres-voisin de 90 degres, et, le rapport ^ etant 

alors egal a Taberration, la formule devient 

Xa = X — aXcos9'. 

Si le miroir se deplace dans le sens ou en sens contraire du mouve- 
ment de la Terre, Tangle 9' est egal a zero ou k 180 degres, et la lon- 
gueur d'onde de lalumiere reflechie devient alors X(i — a) ouX(i-t-a). 
Ces formules sont preciseinent celles auxquelles on arrive, en conside- 
rant Tinfluence du mouvement de la Terre sur les ondes d*une source 
terrestre. II en resulte done cette consequence iniportante : 

c Au point de vue de Tinfluence que pent exercer le mouvement de 
la Terre sur les phenomenes d*optique, la lumiere solaire reflechie dans 
une direction quelconque se comporte exactement comme celle d'une 
source terrestre de meme periode. » 

II ne faut pas conclure de ce theoreme qu*il n'y ait aucune expe- 
rience a tenter pour mettre en evidence le mouvement de la Terre, 
mais nous verrons que les phenomenes de diffraction sont impuissants, 
comme ceux de reflexion. On ne pent esperer un eflet appreciable qu'en 
t'aisant intervenii* le milieu refringent et la theorie presente alors beau- 
coup moins de certitude. 

Les memes consequences s'appliquent aux planetes, qui n'ont pas de 
lumiere propre et nous reflechissent la lumiere solaire (*). Les trajec- 
toires des planetes etant sensiblement circulaires, la lumiere que cha- 
cune d'elles reflechit dans une direction quelconque a la meme lon- 
gueur d'onde que si la planete etait une source de meme periode que 
le Soleil. II en resulte des deplacements de raies qu*il ne parait pas 
impossible de constater par experience, et, pour eclaircir cette theorie 
par quelques exemples, je vais en faire Tapplication aux principales 
planetes, bien que des calculs analogues aient dejk ete faits par divers 



( ' ) M. Pizeau avail admis implicitement cette proposition (Comptcs rcndus de I Academic 
des Science^, iG.mai 1870). 
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physiciens. En prenant pour unite la vitesse de translation dc la Terre, 
les vitesses des planetes sont environ : 

Mercure o ,62 

Venus 0,78 

Terre 1 

Mars.. 1 ,35 

Jupiler 3,45 

Saturne 5 ,4o 

Uranus 9>'5 

Nepiune i3 

Pour una planMe qui aurait la meme vitesse que la Terre, le change- 
ment de longueur d'onde serait» dans le cas le plus favorable^ de touTFo* 
Comme la difference des longueurs d'onde des deux raies du groupe D 
est de j^ d'apres M. Fizeau, c*est-a-dire d*environ yooo* on voit que, 
dans cetle region du spectre, une planete marchant comme la Terre 
pourrait donner lieu k un deplacement de raie egal au dixieme de la 
distance des deux raies D. Le deplacement serait plus apparent dans la 
region la plus refrangible du spectre, oil les changements de deviation 
sont plus grands pour une meme modification de longueur d'onde. 
Dans Tobservation de M. Huggins relative a Sirius, le changement de 
longueur d*onde a et6 deduit du deplacement de la raie F et evalue 
a j^f c'est-k-dire a pen pres le double de celui que donnerait un 
astre marchant comme la Terre. L'observation de Jupiter ou de Saturne 
donnerait un effet une fois et demie ou deux fois et demie plus grand 
que celui qu'a obtenu M. Huggins pour Sirius. L'efTet serait encore 
bien plus manifesto pour Uranus et Neptune, mais ces astres ont un 
eclat si faible que Tobservation serait trfes-difficile. Les planetes pre- 
sentent d'ailleurs, dans les observations spectroscopiques, une diffi- 
culte particuliere : c'est qu'elles ont un angle apparent sensible; il est 
necessaire alors de limiter I'image de I'astre par une fenle, ce qui 
enleve beaucoup de lumiere. 

La Lune donne lieu k des r^sultats un peu differents, parce qu'elle 
tourne autour de la Terre en meme temps qu'elle participe a son mou- 
vement de translation. Comme la vitesse de rotation de la Lune est 
d'environ i kilometre, c'est-a-dire trente fois moindre que celle de la 
Terre, il v aurait, a Tepoque du premier ou du dernier quartier, un 



1 82 sum LBS MODIFlCATIOirS QU'jiPltOIJVB hk hUUlkUM 

changement de longueur d'onde de T^ho^* ^ V^^ causertit un depb* 
cement de j^ de distance des deux raies D; c'est la una quantile bieii 
difficile a apprecier. 

Enfin, quelques observateurs, entre autres le P. Secchi (*), ont cher- 
che a constater, par un deplacement de raies, la rotation du Soleil sur 
lui-meme. La vitesse d'un point de Tequateur solaire est d'environ 
a kilometres, c'est-k-dire ^V de la vitesse de translation de la Terre; 
les longueurs d'onde emises par le milieu et le bord de I'equateur 
diff^reraient done de tjtmmmT' ®' '^ difference des longueurs d'onde 
emises par les deux bords opposes serait de 77^9 ce qui donnerait 
lieu k un d^plaeement de y^ de la distance des deux raies D. 

On verra que dans la plupart des ph^nomenes, sinon dans tous, la 
seule circonstance qui influe est la vitesse relative de la source et de 
Tobservateur. Cette necessity de tenir compte du mouvement de la 
Terre contribue )i amoindrir les effets que Ton pent attendre de Tob- 
senration des planetes. De meme» nous n'avons pas fait intervenir le 
mouvement de translation du systeme solaire; ce mouvemeot general 
parait aussi n'avoir aucune influence. 

V. — Phenomenes de diffraction. 

M. Babinet appelle /lora^dm^ue^ les ondes laterales produites par la 
diffraction des r^scaux, et il les envisage de la mani^re suivante, qui 
^ prdte facilement k Tetude de Tinfluence du mouvement. 

Soient A, B, C, D, E,... [fig. 6) les points homologues des ouver- 
lurt^s successives d'un reseau situe normalement sur le trajet d'un fais- 
\>Mtt de rayons paralleles, et supposons que les traits du r^eau sont 
^^uidistants et perpendiculaires au plan de figure. Les differentes 
m4^ planes P^ PS V, P*", . . . , qui constituent la lumifere incideute, 
MM disitantes Tune de Tautre d'une longueur d'onde X. Les vibrations 
^ 4UTirenis points A, B\ C, D\ E\... de cea ondes successives arri- 
\Ml «u riseau au bout d'intervalles de temps egaux k o, T, aT, 3T, 

.^^^j^ ^-ii,.^ ■^ll III! Ill I ■!■■ ■ ,1, .. . ,. .. n ,,. 

^} iVM^4y^ #tiw/M de I'Acmtl^mie des Sciences (1870). f^oer auasi les travaux tout r^oents 
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4T» • ^ . • Quand la vibraiioo £' eU parvenus au poiot E, la yibrajioo 
diffractee provenant du point A eat alors sur une sphere de rayoo 

Fig. 6. 
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AA, = 45^» celle du point B sur une sphere de rayon BB|= 3X,.... Sur 
toutes ces spheres les vibrations sont concordantes; leur enveloppe est 
un plan qui passe par le point E et forme Tonde plane diffractee EP|. 
En appelant d^ la deviation N4 A A^ c'est-a-dire Tangle de la normale 
a ceUe onde avec la normale aux ondes incidentes, et 6 Tintervalle AB 
de deux traits du r^seau, on a 



ou 

(0 



A A, = AE sin 8, 



,. AA. 4^ * 
AE 4^ s 



On voit aussi que, pour determiner la direction de Tonde parage- 
nique EP| ou BQ, il suffit de mener par le point B un plan tangent k la 
sphere decrite du point A comme centre avec un rayon egal a X; le 
point de contact M determine le rayon diffracte AM. 

En ofeeoMit par oe misae poinit B des plans tangeotis a des spheDes de- 
crites du poittt A avec des rayodis egaux a 2!^ SX^ 4^f*» on oMtiaA 
une a4rie d'ondes para^eniqiies qui oorrespeffulent aux if^ecti^es Mottw- 
sifs des reseaux, et dont les deviations $,, ^,, 8^ sont denudes par les 
formules 

sinot= — > smoi = — >•••; 
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ces ondes sont produites par la reunion sur an meme plan des vibra- 
tions qui sont actuellement en A, B"", C... ou en A, B", C,.... 

Influence du (^placement de la source. -- Supposons d'abord que le 
reseau soit fixe et la source mobile. Si la source s'approche ou s*eloigne 
du reseau, la longueur d'onde de la lumiere incidente (qui serait X, la 

source etant en repos) devient X( i=p y)' '^ deviation ^ imprimee par 
le reseau aux ondes parageniques est alors 



sini'= — ^ = sini ( I ip -^ J • 



Telles sont les deviations que Ton obtiendrait en observant avec un 
reseau fixe la lumiere des etoiles qui ont un mouvement propre. 

Influence du diplacemeni du riseau. — Supposons maintenant que le 
reseau soit mobile et la source fixe, et considerons les trois cas aux- 
quels on pourra ramener un deplacement quelconque : 

i^ Le mouvement du reseau est perpendiculaire au plan de diffrac- 
tion. Soient encore A et B {fi^g. 7) deux points homologues de deux 
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ouvertures voisines; au bout d'une periode T la vibration du point A 
parvient a la surface d'une sphere de rayon X k laquelle on m^nera un 
plan tangent par le point B; le point A est alors en A\ k une distance 

egale a uT = UY = aX, de sorte que AM est la direction absolue et 

A^M la direction apparente du rayon diffract^. Comme A'N| est aussi 
la direction apparente du rayon incident, on voit que la deviation 
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reelle & et la deviation apparente c^ ne dififerent que d'une quantite de 
Tordre de a'» la droite AA' etant perpendiculaire au plan MAN|. 

2^ Le mouvement du reseau est perpendiculaire au rayon incident 
et dans le plan de diffi^action. Lorsque la vibration du point A {fig. 8) 

Fig. 8. 




est parvenue sur la sphere de rayon X, ce point A a parcouru Tespace 
AA| = aX, et le point B un espace ^gal BB4. Comme le point B| est 
maintenant dans le meme etat vibratoire que celui que nous avons con- 
sidere en A, on menera le plan tangent B|M a la sphere precedente; 
AM sera la direction absolue et A, M la direction apparente du rayon 
diffracte, MAN| la deviation absolue d| et MA|N| la deviation appa- 
rente e^'. On a, en negligeant toujours le carr6 de Taberration, 



(^) 



• :t ^ X 

ABi e -f- flX 



X 
e 



e 



■r =sini(i — asind). 



L'examen de la figure donne les relations 



d'-f-e'=5, -hO, e = 



AAi -, AAiCOsdi 



=:acosd. 



On en deduit 



d' = d, -f-a(i— cosi), sind' = sindi -ha(i — cosd)cosd. 

En rempla^ant sin^i par sa valeur tiree de Tequation (2), il reste 

sin i' = sin i, ou i' = 8. 

La deviation apparente est done la meme que si le reseau etait im- 
mobile. 

ji finales de VieoU Normale, a** S^rie. Tome I. ^4 
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3® Le mouvement du r^seau est parallfele aux rayons incidents. Si le 
reseau marche dans le sens de la lumifere, il s*61oigne des ondes inci- 
dentes et pareourt un espace AA, {fig. 9) pendant le temps que met 
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la vibration de la deuxieme onde B' a atteindre la deuxieme ouverture 
qui est venue en B|. On a encore, sans erreur sensible, 

AA| = BBi = a%. 

Quand la vibration B' est en B^ la vibration du point A se trouve 
done sur une sphere de rayon egal ^ X + aX» k laquelle il faut mener 
du point B| un plan tangent BM pour avoir la direction absolue AM du 
rayon diffracte. A, M etant la direction apparente. Designons par d| la 
deviation absolue, et par ^ la deviation apparente. En prolongeant MB| 
jusqu'k la rencontre de AB au point C, on a 

aX 



BC = BB, cold,= 



tangd 



Le triangle AMC donne 



sindi = 



e-4-BC 



X(i -ha) 



X 

e i-h - 



( 



€ tangd 



^g^) 



sind 



I -h a 



I H- a cosd 



:» 



ou bien 



d'ou Ton deduit 



slni, = sitid -+- a{i — cosd)siiid, 



4, = d -4- a(i — cosi) tangd = 3 n- a langd — a sind. 
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Le triaDgle AMA, donne aussi 

., ^ AA.sind, ^^. ;. 

— 0, = — r-^^ — i=asino. 

Ai M 

En remplaQant dans cette derniere equation d^^ par sa valeur, il vient 

3'— 3=:alang(3. 

II est clair que la meme chose a lieu de Tautre cote de la normale, de 
sorte que le changement de double deviation est 

• ?.r/tangd. 

De plus, si dans une experience le rescau se rapproche de la source 
et que dans une autre il s'en eloigne, la deviation sera augmentee dans 
le premier cas, diminuee dans le second, de sorte que le changement 
total, quand on passera d'une experience a Tautre, sera 

4atangd. 

Cest la le resullat auquel etait parvenu M. Babinet. Si le mouvement 
du reseau est quelconque, on ramenera le problfeme aux precedents en 
remplaQant ce mouvement par ses projections sur lo plan du reseau et 
sur la normale a ce plan; cette derniere composante aura seule de Tin- 
fluence sur la direction du rayon diflracte. 

Cas d'une source terrestre. — Le changement de deviation que Ton 
vienl de trouver est d'un ordre de grandeur qu'il serait tres-facile de 
mettre en evidence; malheureusement,ce changement s'evanouit quand 
on opere avec une source de lumiere terrestre, ou, ce qui revient au 
m6me, avec la lumifere solaire convenablement reflechie. 

Supposons, en effet, que le reseau et la source marchentdans le sens 
des rayons incidents, la longueur d'onde de la lumiere incidente est 
alors X(i — a), et la deviation que Ton observerait si le reseau etait im- 
mobile est donnee par Tequation 



(3) sind=-(i-a). 



»4 
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D*autre part, la deviation apparente (^ est 

d'oii Ton deduit 

sini'= sind + asind. 

RemplaQons enfin sin H par sa valeur tir^e de I'equation (3), il vient 

sina' = -. 
e 

On a done pour la deviation apparente c^ la meme expression que si la 
source et le reseau etaient immobiles. 

Le resultat est le meme pour le cas oil le reseau et la source mar- 
chent en sens contraire de la propagation des ondes incidentes, car il 
suffit alors de remplacer dans les calculs qui pr^cfedent a par — a» ce 
qui ne change rien. II en serait de meme enfin si le reseau et la source 
avaient un mouvement dans une direction quelconque, puisque Ton 
pourrait remplacer le deplacement par deux autres, Tun parallfele 
et Tautre perpendiculaire au plan du reseau, lesquels seraient sans 
influence. 

On pent done enoncer la proposition suivante, qui rend compte de 
rinsucces de mes premieres experiences : 

La kuniire solaire et celle des sources artificielles sont impuissantes a 
manifester par les phinomines de diffraction le mouvement de translation 
de la Terre. 



VI. — Nouvelles experiences. 

Malgre cette demonstration, je n'ai pas cru inutile de faire encore 
quelques experiences pour verifier, avec toute la precision possible : 
1^ que la lumiere solaire et celle d'une source terrestre de meme pe- 
riode ^prouvent toujours la meme diffraction; a** que le mouvement 
do la Terre n'a pas d'influence sur cette diffraction. Ges nouvelles v^ri- 
llcations n'auront d'interet que si les erreurs experimentales rigoureu- 
Homent 6valuees se trouvent inferieures au deplacement que Ton avail 
dAduit d'une theorie incomplete, c'est-a-dire a to^oo*- 
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Premiere experience. — 11 Janvier 1870; 11 heures du matin. 

La lumiere solaire, r^flechie dans la direction est-ouest par un 
prisme k reflexion totals, eclaire la moitie de la fente d'un collimateur, 
dont Fautre moitie est ^clairee par une etincelle d'induction entre 
deux fils de magnesium. La lumiere tombe normalement sur le reseau 
a 1 801 traits, et Ton observe dans le cinquieme spectre la correspon- 
dance des raies brillantes du magnesium aux raies obscures du So- 
leil. On croit, d'apres la purete du phenomene, pouvoir a(!irmer que 
la coincidence a lieu a moins de jj; de la distance de deux raies [voir le 
spectre de M. Angstrom), ce qui ferait environ i3 secondes. La de- 
viation du groupe h etant d'environ 44 degres, la th^orie de M. Babinet 
donnerait un changement de ao secondes. 

Deuxi^me experience, — 29 Janvier 1890; i heure du soir. 

La m^me experience a ete repetee avec un reseau qui m'a et6 fourni 
par MM. Brunner, et qui porte 200 traits par millimetre sur une lar- 
geur de i5 millimetres, ce qui permet de mieux utiliser le pouvoir 
optique de la lunette d'observation. En outre, la lumiere solaire, avant 
d'entrer dans le coUimateur, traverse un prisme k vision directe qui 
permet de ne laisser tomber sur la fente que de la lumiere verte; les 
spectres successifs n'empifetent plus, et Ton pent les observer plus loin. 

On a suivi les mSmes raies obscures et brillantes jusque dans le neu- 
vifeme spectre, oil la deviation etait d'environ 68 degres, sans constater 
le moindre defaut de coincidence. Le calcul donnerait alors un angle de 
5o secondes, c'est-a-dire une quantite bien sup^rieurek I'erreur possible. 

Troisidme experience. — 3 avril 1870; ii'^So" du matin. 

Dans les experiences pr^cedentes, il n*y avait pas continuite entre 
les raies dont on devait ^lablir la coincidence, puisque les unes ^taient 
obscures et les autres brillantes, ce qui rendait Tobservation plus diffi- 
cile. On a pris cette fois pour lumiere artificielle une serie d'^tincelles 
d'induction entre deux morceaux de sodium. La lumiere ainsi obtenue 
est tr^s-^clatante; elle se compose, quand on Fanalyse, d'une bande 
jaune sur laquelle se detachent deux traits noirs parfaitement nets, 
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correspondani aux deux raies D et d'une largeur tout a fait compa- 
rable a celles du spectre solaire. Le reste de Texperience a 6t6 dispose 
de la meme maniere que precedemment, et Ton a observe le cinqui^me 
spectre. Un changement de coincidence de 5 secondes eut ete parfaite- 
inent apprecie : on n'en a vu aucun. Gomme la deviation etait d'environ 
3G degres, I'erreur relative est inferieure a aiooo * 

L*identite des deux sources de lumiere me paraissant ainsi verifiee, 
j*ai cherche jusqu*a quel point on pouvait affirmer quele mouveinent 
de la Terre ne produit point de deplacement. 

Qualriinne experience. — a5 avril 1870; midi. 

• 

Le goniometre a ete install^ sur Taxe tournant que j'ai decrit prece- 
demment, et Ton a observe, avec une excellente lunette de 27 centi- 
metres de longueur focale, la deviation des raies D dans le cinquieme 
spectre du reseau de MM. Brunner. Le reticule de la lunette etait forme 
de quatre fils d'araignee, dont trois paralleles et equidistants, et Tautre 
perpendiculaire aux trois premiers. Les fils paralleles du reticule 
etaient un peu obliques a la direction des raies; les deux raies D 
etaient situees sensiblement sur le croisemeut de deux des fils parallfeles 
avec le fil horizontal, et Ton n'a apergu aucun depointement quand 
Tappareil etait dirige alternativement vers Test ou vers I'ouest. 

La deviation de Tune des raies J) eiail. 35**52'4o" 

Celle de Taulre 35"5o' 10'' 

Difference 2'3o" 

La distance des deux raies D dans le second spectre etait d'environ 
I minute, et Ton distinguait tres-neltement la raie du nickel, qui est 
situee enlre les deux precedentes et partage leur distance en deux par- 
ties qui sont a peu pres comme 2 et 3. 

Le pouvoir oplique du reseau et de la lunette combines est done me- 
sure par un angle inferieur a uS secondes; prenons ao secondes, par 
exemple. L'objectif de la lunette a 3o millimetres de diametre et per- 
met de distinguer deux traits disUnts d'un millimfetre et situes a une 
distance de 3o metres, ce qui correspond a un angle de 7 secondes : 
c'est a peu pres, d*apres Foucault, le maximum de penetration d'une 
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lentille de cette dimeDsion. Comme la lumi^re diffractee par le reseau 
ne couYPait que la moiti^ de I'objeclif, il n'y a pas a s'etonner que le 
pouvoir optique aitau moins diminue de moiti^. Si Tinstrument peut 
separer un angle de 20 secondes, il permel de constater une coinci- 
dence avec une erreur inoindre que 3 secondes. Les astronomes ont 
constat^ tres-souvenl que la precision de pointe d*une lunette est bien 
superieure k ce que Ton pourrait deduire de sa penetration, et je crois 
que Ton peut aisement pointer avec une erreur inferieure au dixieme 
de Tangle minimum que la lunette dont on se sert permet de separer. 
Dans des experiences que je rapporterai plus loin sur des mesures 
d'^paisseur, on visait au millieme de millimetre avec un microscope 
qui ne pouvait pas distinguer les traits d'un reseau au centieme de 
millimetre. Je crois done qu'un deplacement de 3 secondes n'aurait pas 
echappe dans cette experience, qui a ete faite avec le plus grand soin 
et rep^t^e un grand nombre de fois. L'erreur experimentale etait ici 
bien inferieure k I'aberration et au deplacement auxquels on aurait pu 
s*attendre. 



VII. — Double refraction rectiligne. 

Je n*ai pas Tintention de discuter ici les theories qui ont ete proposees 
pour evaluer Tinfluence du mouvement des corps refringents sur la 
Vitesse de la lumiere qui les traverse. Mais j'ai realise avec le spath 
d'Islande et le quartz un certain nombre d'experiences que je puis 
publier maintenant, parce que je n'ai pas Tintention de les repeter. 
Comme j'esperais y trouver quelque effet produit par le mouvement 
de translation de la Terre, il est necessaire que je disc quelques mots 
de la theorie pour faire comprendre les raisons qui m'ont conduit a 
cette tentative. 

Nous avons vu plus haut qu'en s'appuyant sur la formule de Newton 
pour la propagation des ondes sonores et sur certaines hypotheses 
relatives k la densite et a Telasticite de Tether, Fresnel a montre que 
la Vitesse de propagation de la lumiere dans un milieu en mouvement 

etait modifiee de la quantite u (1 — -A- Les raisonnements de Fresnel 



19^ SUR LES MODIFICATIONS QU EPROUVE LA LDMlitRE 

ne s'appliquent plus sans modification aux milieux birefringentSf 
puisqu'on est oblige d'y supposer une ^lasticite variable suivant les 
differentes directions pour expliquer la double refraction; mais la 
formule finale peut servir de guide pour faire comprendre au moins 
I'ordre de grandeur des effets que produirait le mouvement de la 
Terre. En tout cas on peut faire quelques hypotheses et voir si les 
consequences auxquelles elles conduisent sont compatibles avee les 
resultats de I'experience. 

L'idee la plus simple est d'appliquer aux deux systemes d^ondes 
fournies par la double refraction la formule trouvee par Fresnel pour 
les corps isotropes, sans se preoccuper de la manifere dont il sera 
possible d*etablir cctte formule. En tenant compte de la variation de 
longueur d'onde de sources terrestres avec la direction suivant laquelle 
la lumiere se propage, on trouve alors que les phenomfenes d'interfe- 
rence produits par une lame de spath d'Islande taillee parallelement 
k Taxe doivent etre alteres de ttoTo suivant que la lumifere ineidente 
marche dans le sens ou en sens contraire du mouvement de translation 
de la Terre. 

Une deuxieme hypothese assez naturelle serait d'admettre que la 
Vitesse d'entrainement est la meme pour les deux systemes d'ondes; 
il est facile de demontrer que TefTet produit est alors plus grapd 
qu'avec la premiere hypothese. 

Les methodes generalement employees pour etudier les phenom^nes 
d'interference dus a la double refraction ne permettent pas d*apprecier 
des changements aussi petits. Dans les experiences de MM. Fizeau et 
Foucault relatives a Tobservation des phenomenes d'interference a 
Taide du spectre, la difference de marche des rayons interferents a 
atteint 7400 longueurs d'onde pour la region du spectre voisin de la 
raieG, ce qui ferait environ 8000 longueurs d'onde pour Textremit^Ia 
plus refrangible du spectre. Supposons meme que Ton parvienne ^ 
produire des baodes avec une difference de marche de i aooo longueurs 
d'onde pour cette region. 11 est facile de voir qu'il y aurait alors dans 
le spectre tout entier environ 6000 bandes obscures; le deplacement 
qu'il faudrait observer serait d'un quart de la distance de deux bandes 
pour le rouge extreme, et d'une demi-hande pour le violet, c'est-k-dire 
qu'il y aurait dans ce dernier cas substitution d'une bande obscure k 
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une bande brillaDte. L'experience serait tres-difficile, parce qu'il 
faudrait multiplier les prismes pour arriver seulement a distinguer des 
raies aussi fines. 

D*UD autre cote, les microscopes polarisants avec lesquels on observe 
les courbes d'interference produites par la double refraction ont habi- 
tuellement des objectifs a courts foyers, parce qu'on n'emploie en 
general que des lames cristallines minces. Mais si le cristal est un peu 
epais, les courbes devienneut tres-resserrees et cessent bientdt d'etre 
visibles, meme avec Temploi d'une lumiere homogene; pour les aper- 
cevoir, il sufYit d'observer avec une lunette a long foyer. La disposition 
de Texperience est la suivante. 

On prend pour source de lumiere soit la flamme de Talcool sale, 
soit la flamme d'un melange d'alcool et d'esprit de bois, comme Fa fait 
M. Fizeau, soit plus simplement encore la flamme d'un bee de gaz a 
courant d'air, dans lequel on introduit un sel de sonde, du phosphate 
par exemple; ce dernier procede est celui qui m'a donne la lumiere la 
plus constante et la plus homogene. Les rayons incidents sont polarises 
par un large prisme de Nicol, et traversent ensuite une ou plusieurs 
lames de spath d'Islande taillees parallelement a I'axe et dontles sections 
principales sont parallMes entre elles et a 4^ degres du plan primitif 
de polarisation, puis une lunette astronomique de 3o centimetres 
environ de longueur focale. En observant a Taide d'un oculaire a 
reticule muni d'un analyseur, on aperQoit de trfes-belles franges hyper- 
boliques, meme avec des cristaux tres-epais. Le champ de Tobservation 
est considerablement retreci, mais les franges sont tres-larges. 

Premiere experience. — Juillet 1869. 

Ces premieres experiences ont eu surtout pour but d'etudier les 
circonslances du phenomene. J'avais alors a ma disposition trois lames 
de spath dont les epaisseurs etaient : 

mm 

N» I e= 4,8 

NMl e= 18,0 

N° III e=:34,o 

Les deux premieres donnentdctres-belles hyperboles. Avec latroisieme 

Annales de Vicole Normale. a* Serie. Tome I. ^5 
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le pb^nomene est confus, mais on Fameliore singuliferement en y ajou* 
tant la premiere, ce qui donne une epaisseur totale de 38™^, 8. Cette 
reapparition des franges par un accroissement de difT^rence de marcbe 
a ete expliquee, comme on sait, par M. Fizeau, par la coincidence de 
deux longueurs d'onde differentes dans la lumiere des sels de sonde. La 
difT(§rence de marche dans cette experience est egale au produit de 
Tepaisseur par la difference des deux indices de refraction ordinaire 
et extraordinaire, ce qui donne ii33o longueurs d'onde, ou bien 
22660 franges brillantes et obscures. L'appareil a et^ dirigi alternati- 
vementy et un grand nombre de fois, dans le sens ou en sens contraire 
du inouvement de la Terre, et les franges n'ont pas eprouv^ le moindre 
deplacement par rapport au reticule. Un cbangement d'un quart de 
frange out ete distingue sans hesitation; or la formule de Fresnel 
donnerait un deplacement de pres d'une frange, c'est-k-dire qu'il y 
aurait substitution des franges obscures aux franges brillantes. 

DeuxUme experience » — 26 mars 1870; ii'*3o"'(lu soir. 

On s'est servi d*une nouvelle lame de spatb plus epaisse 
NMV e = 55-« 

La difference de marcbe est 16060 longueurs d'onde, ce qui fait 
32000 franges. L'appareil etant dirige alternativement vers Testou vers 
I'ouest, on n'a observe aucun deplacement. On aurait apergu un cban- 
gement de^ de frange : la formule de Fresnel donnerait i ^ frange. 

En ajoutant les lames n^ II et n^ IV, ce qui fait une epaisseur totale de 
73 millimetres, les franges sont plus nettes, et Ton aurait pu distinguer 
un deplacement de^ de frange. Le resultat est encore negatif. La dif- 
ference de marcbe est alors de ai 3oo longueurs d'onde. 

Troisidme experience. — 4 avril 1870; ii*» 4^" du rnatiii. 

J'avais alors une cinquifeme lame 

N<> V c = 8i"»»» 

L'experience a 6te faite en ajoutant les deux lames n° IV et n" V, ce 
qui faisaitune epaisseur de 1 36 millimetres. Les franges sont tr^s-nettes 
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et un deplacement de ^ de frange serait apprecie. Resultat negatif. La 
difTerence de marche estde 39700 longueurs d'onde. 

QuatrUme experience. — MSme jour; midi. 

On a ajoute les trois lames n® II, n° IV et n** V, ce qui fait une epaisseur 
de 1 54 millimetres. La difference de marche est d'environ 4«^ooo lon- 
gueurs d'onde, le nombre de franges 90000; les franges sont tres- 
belles, et Ton juge qu'il n'y a pas un deplacement de ^^ de frange, 
quand t'appareil est alternativement dirige vers Test ou vers Touest. 
Le changement, s'il existe, n'est done pas de yooFuo> ^^ ^^ nombres 
ronds 1 000000* 

II me parait resulter de ces observations que, dans les limites de pre- 
cision que Texperience pent atteindre, le mouvement de la Terre est 
absolument sans influence sur la difference de marche apparente qui 
s*etablit entre les ondes ordinaires et extraordinaires dans la double 
refraction. Comme la formule de Fresnel donnerait dans les dernieres 
experiences un deplacement de plusieurs franges, on pent en conclure 
aussi que cette formule n'est pas applicable aux milieux bi re frin gents. 

Etant parvenu a cette difference de marche de 4^000 longueurs 
d'onde, voisine de cellea laquelle on etait arrive pour les anneaux de 
Newton, sans que I'interference cessat de se produire, j'ai essaye si 
Ton pouvait aller plus loin, et je me suis procure trois nouvelles lames 
de spath : 

mm 

No VI e= 55 

N*> VII e=: 5o 

No VIII ez=^ ii8 

En prenant pour source de lumiere la flamme d*un bee de gaz faiblement 
color^e par du phosphate de sonde, j'ai observe encore des franges 
tr^s-nettes avec les combinaisons suivantes : 

1° Avec les lames n** IV, n® VI et n^ VIII ajoutees, ce qui faisait une 
epaisseur de 22S millimetres, et une difference de marche de66576 lon- 
gueurs d'onde; 

2^ En ajoutant aux precedentes la lame n" V, ce qui faisait une 

epaisseur totale de 309 millimetres et une difference de marche de 

9oa!i8 longueurs d'onde; 

i5. 
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3^ Enfin, en ajoutant encore la lame n^ YII : Tepaisseur est alors de 
359 millimetres et la difference de marche de 104 8a8 ou, en nombres 
rondfi, io5 000 longueurs d'onde. 

A I'epoque ou ces derniferes experiences ont ete faites, Tappareil 
n'^tait plus dispose pour etudier Tinfluence du mouvement de la Terre. 
Je n'ai pasjuge utile de le retablir, parce que*je n'etais parvenu qu'k 
une difference de marche k peu pres double et que Taccroissement de 
sensibilite qui resultait de cette circonstance 6tait compense par uoe 
moins grande nettete des franges; on n'aurait pas atteint en realite une 
precision plus grande. 

Je terminerai ce sujet par une dernifere remarque. On pent s*etonner 
que la double refraction du spath d'Islande se prete si faciiement a 
la production de phenom^nes d'interference a grande diffi^rence de 
marche, malgre les epaisseurs enormes (36 centimetres) de cristal qu'il 
faut employer. Cela tient, je crois, a ce que le spath d'Islande est peut- 
etre la substance transparente la plus homogene que Ton puisse se 
procurer et que les surfaces n'ont pas besoin d'etre travaillees avec 
une tres-grande perfection, parce que de petites variations d'epaisseur 
n'ont qu'une faible influence sur la difference de marche, tandis que, 
si Ton produit des anneaux de reflexion avec des lames de verre, les 
moindres irregularites des surfaces, leur manque de parall^lisme et 
les defauts d'homogeneite ne tardent pas a empecher toute interference 
reguliere. 

VIII. — Double refraction circulaire. 

J'ai cherche si le pouvoir rotatoire du quartz ne donnerait pas non 
plus de resultat positif dans la question du mouvement de la Terre. 
L'experience presente des diflicultes nouvelles, et la theorie sera encore 
plus douteuse que dans le cas de la double refraction ordinaire. II y a 
neanmoins dans la double refraction circulaire une circonstance avan- 
lageuse; c'est que la rotation eprouvee par le plan de polarisation du 
rayon qui traverse le quartz dans la direction de I'axe est a peu pres 
en raison inverse du carre de la longueur d'onde. Comme le mouve- 
ment de la Terre influe directement sur la longueur d'onde, on peut 
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esperer que le pouvoir rotatoire variera plus rapidement que la diffe- 
rence de marche due a la double refraction. 

On sait par quelle ingenieuse hypoth^se Fresnel a explique les phe- 
nomenes particuliers que presente le quartz dans le voisinage de I'axe 
de cristallisation. II admetqu'une onde plane perpendiculaire a I'axe, 
polarisee rectilignement, se partage dans le cristal en deux ondes 
planes polarisees circulairement en sens contraires, et se propageant 
avec des vitesses differentes ; ces deux rayons circulaires peuvent meme 
etre separes par la refraction, malgre la faible difference qui existe 
entre leurs vitesses de propagation. 

Cette theorie de Fresnel n'est peut-etre qu'une image, une represen- 
tation geometrique du pbenomfene, ne correspondant pas a la veritable 
interpretation mecanique. Quoi qu'ilen soit, en partant de I'hypothese 
de Fresnel, on pent chercher, par des considerations analogues a celles 
qui ont servi de guide pour la double refraction ordinaire, quelle sera 
rinfluence du mouvement de la Terre sur la vitesse de propagation des 
deux systemes d'ondes polarisees circulairement, et par suite sur la 
rotation du plan de polarisation. On trouve ainsi que, si la formule de 
Fresnel relative k Tentrainement des ondes lumineuses est applicable 
aux deux rayons polarises circulairement, le pouvoir rotatoire du quartz 
doit varier de j^ quand la lumiere marche dans le sens ou en sens 
contraire du mouvement de la Terre, et qu'il doit varier d'une quan- 
tite plus grande encore si Ton pent admettre que I'entrainement est le 
meme pour les deux systemes d'ondes. 

Discussion des mithodes d* observation. — Pour que Texperience con- 
duise a un resultat concluant, il faut done pouvoir manifester un 
changement de j^ dans la rotation du plan de polarisation, c'est- 
a-dire un changement d'un demi-degre pour une rotation de aSoo de- 
gres, ou de 7 circonferences, ce qui correspond a une epaisseur de 
quartz de ii5 millimetres. L'experience m'a paru meriter d'etre ten- 
tee. J'ai cherche d'abord a modifier les methodes d'observation habi- 
tuelles qui ne comportent pas une precision sufiisante, et a me pro- 
curer des morceaux de quartz homogenes sous de grandes epaisseurs. 
On saitcombien il est difficile de trouver un canon de quartz, jouissant 
sous une certaine Epaisseur d'un pouvoir rotatoire bien defini; parmi 
un grand nombre d'ecbantillons essayes, j'en ai trouve quelques-uns 
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dans lesquels on pouvait menager des regions assez pures, en particu- 
lier un quartz droit, de no millimetres d'^paisseur, appartenant a 
M. Fizeau. 

Le pouvoir rotatoire du quartz a ete determine par un assez grand 
nombre d*observateurs ; je ne rapporterai que lesresultatsrelatifs-a la 
raie D, en insistant sur les precedes de mesure. 

Biot a opere surtout avec la lumiere blanche, et, ea appliquant la 
formule de dispersion rotatoire qu*il avait decouverte au calcul des 
rotations relatives aux differentes raies de Frauenhofer, il a obtenu 
pour la rotation du plan de polarisation de la raie D, produite par une 
lamede quartz de i millimetre d'epaisseur, le nombre 120^,98. 

M. Broch('),en 1846, a applique le premier une methoderigoureuse 
a la mesure des rotations relatives aux differentes raies. Cette methode 
consiste a produire la rotation a Taide d'un quartz epais, et a reeueillir 
la lumiere apres qu'elle a traverse Tanalyseur sur un prisme refrin- 
gent. On voit ainsi dans le spectre une ou plusieurs bandes obscures 
correspondant aux rayons qui sent eteints par I'analyseur. Dans ces 
experiences, la rotation relative a la raie D, pour une epaisseur de 
I millimetre, a ete trouvee de 21^,67. 

M. Wiedeman (^) a ameliore la methode en observant le speq^re avec 
une lunette a reticule, que Ton pointait d'abord sur une des raies de 
Frauenhofer, et sur laquelle on amenait, en tournant Tanalyseur, le 
milieu d*une des bandes d'extinction. Les mesures de M. Wiedeman 
n'ontd'ailleurs pas porte sur le quartz. 

M. Stepban (')aindique, pour determiner les rotations, unemethode 
singulifere, qui consiste a faire tomber le faisceau de lumiere qui sort 
du corps actif sur un cone de verre dont Touverture angulaire est double 
de Tangle de polarisation par reflexion. Ceux des rayons qui sont pola- 
rises dans un plan perpendiculaire au plan d'incidence ne sont pas 
reflechis par le cone, de sorte qu*en recevant ces rayons sur un ecran 
on y produit des colorations varices. M. Stephan a d'ailleurs obtenu pour 
la raie D le meme nombre que M. Broch. 



(') Annales de Chimie et de Physique^ 3* s^rie, I. XXXIV, p. 119. 
(*) Antudes de Chimie et de Physique, V s^rie, t. XXXI V, p. I'li. 
(') Pf^Sg- ^nnalerty t. CXXII, p. 63i. 
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DaDS la methode de M. Broch, la lumi^re incidente traverse d'abord 
une fente ^troite, ee qui affaiblit beaucoup rintensit^ de la lumifere. 
M. Gernez (*), dans un travail remarquable sur \e pouvoirrotatoire des 
liquides et des vapeurs, a singuliferement augmente la precision des 
mesures en operant de la maniere suivante. La lumifere incidente etait 
un large faisceau de rayons solaires qui, apres avoir traverse le polari- 
seur» le corps actif et Tanalyseur, tombaient sur une lentille cylin- 
drique au foyer de laquelle se trouvait la fente d'un spectroscope. Le 
spectre avail ainsi un grand ^clat, et les bandes d'extinction etaient 
beaucoup plus etroites, ce qui permettait d'en viser le milieu avec plus 
d'exactitude. 

M. Fizeau(^), k propos de ses recherches sur la dilatation et la 
double refraction du quartz, a determine aussi le pouvoir rotatoire 
relatif a la lumifere jaune de la sonde, eta trouve le nombre 31^,76, 
qui dif!%re notablement des precedents. 

M. Wild (i865) a repute cette experience a Taide d'un appareil 
imagine par lui, le polaristrobomitre^ dont la piece originale est une 
double lame de quartz produisant les franges de Savart, et il a retrouv^ 
exactement le nombre de M. Broch, comme moyenne de plusieurs ex- 
periences trfes-concordantes. 

EnBn, tout recemment, M. Pape (•), dans un travail sur la polari- 
sation circulaire de quelques sels cristallis^, a repris encore la mesure 
relative a la raie D pour le quartz, et a trouve cette fois ai^,64. 

II suffit de comparer les resultats obtenus par les diilf<§rents obser- 
vateurs, pour 4tre assure que la plupart des m^tbodes employees 
manquaient de precision ; on pent le voir aisement par la discussion 
des experiences. 

Supposons, en eflTet, qu'on emploie la lumifere solaire ou celle d'une 
lampe. Les bandes que Ton observe dans le spectre correspondent 
a des rayons pour lesquels la rotation differe d'un nombre entier de 
demi-circonf6rences ; quand on tourne Tanalyseur de 180 degres, une 
bande noire vient se mettrek la place de la suivante, enmarchantvers le 



(') Annales scientifiques de I'Ecoie Normale superieure, 1. 1; 1864. 
('; Annales de Chimie et de Physique y 4* s^rie, t. II, p. 176. 
(') ^^/^* Annaien, t. CXXXIX, p. 227. 
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violet ou vers le rouge, suivant que Ton a tourne Tanalyseur dans le 
sens ou en sens contraire de la rotation elle-meme. Or, si la rotation est 
faible, il n'y aura dans le spectre qu'un petit nombre de bandes, deux 
ou trois; ces bandes se deplaceront beaucoup pour une petite rotation 
de I'analyseur, mais il sera difficile de determiner le point qui cor- 
respond au maximum d'extinction. Si la rotation est considerable, les 
bandes seront nombreuses, mais elles se deplaceront tr^s-peu quand 
on tournera Tanalyseur de plusieurs degres. Toutefois, la precision 
sera d'autant plus grande qu'il sera plus facile de mettre en Evidence 
la difference des rotations pour deux rayons voisins, c*est-a-dire le 
deplacement d^une bande, quand on passe d*un rayon a Tautre; le de- 
placement sera d'autant plus sensible, que les bandes seront plus 
etroites, et il y aura toujours avantagea operer sur degrandes rotations. 
On pent preciser ce raisonnement par un exemple. La rotation ^tant a 
peu pres en raison inverse du carrede la longueur d'onde, deux rayons 
dont lescarres des longueurs d'onde sont entre eux comme i et 2 eprou- 
veront des rotations qui seront entre elles comme 2 et i . On trouve 
ainsi que le rayon dont la longueur d*onde est egale a o™™, 0004164, et 
qui est situe a peu pres a egale distance des raies G et H, c*est-k-dire 
sensiblement sur le bord du spectre que Ton pent facilement observer, 
eprouve une rotation double de celle qui correspond a la raie D. En 
particulier, si Ton voulait determiner les rotations a ^j/^j^ pres, il fau- 
drait pouvoir constater un deplacement de bandes qui serait la 
j^ partie de la distance de la raie D a I'extremite la plus refrangible 
du spectre; il estclair que ce deplacement sera d'autant plus apparent 
que les bandes seront plus etroites. Si la rotation relative a la raie D 
elait de 20 circonferences, il y aurail dans le spectre environ 5o bandes, 
le deplacement serait de -^ de bande seulement, et I'epaisseur du 
quartz de 32 centimetres. 

L'emploi d'une source de lumiere homogene presente des difficultes 
analogues. En effet, il est necessaire d'abord que la source ait un grand 
eclat, car la direction du plan de polarisation etant determinee par 
Textinction de la lumiere, cette extinction se maintiendra pour une 
rotation de plusieurs degres de Tanalyseur, si la lumiere est faible. 
On pent bien prendre aussi les moyennes des directions pour lesquelles 
la lumiere reparait a droite et a gauche, mais les nombres isoles sont 
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alors trfes-discordants, et la moyenne en est evidemment affectee. Or, 
pour la lumiere jaune des sels de soude en particulier (il en serait de 
meme pour toute autre source homogene), quand on veut augmenter 
Teclat par un moyen quelconque, on produit en meme temps des rayons 
nouveaux, violets, bleus, et surtout oranges et rouges, meme quand on 
reste tres-loin des circonstances dans lesquelles il y a elargissement 
ou renversement de deux raies D ; quand on eteint cette lumiere par un 
analyseur, apres qu'elle a traverse une plaque de quartz, on laisse 
passer, surtout si la rotation est considerable, la plus grande partie des 
rayons etrangers aux rayons jaunes; les images prennent alors une 
teinte lilas qui presente une certaine analogic avec la teinte sensible de 
Biot^ mais qui n'est pas une teinie de passage. La presence de cette 
lumiere etrangere nuit beaucoup a la precision des mesures. 

On pent meme aller plus loin et prevoir le sens des erreurs dans les 
divers modes d'observation. Avec la lumiere solaire, le maximum 
d'intensite du spectre est un pen plus refrangible que la raie D (*). 
Pour une bande d'absorption qui ne coincide pas avec le maximum 
d'intensite, le milieu apparent de la bande sera un peu plus eloigne du 
maximum que les rayons reellement eteints par Tanalyseur. On ob- 
tiendra done pour les rayons moins refrangibles que ceux qui corres- 
pondent au maximum d'intensite du spectre des rotations trop grandes 
et pour les rayons plus refrangibles des rotations trop petites. De plus, 
la forme de la courbe des intensites determinee par Frauenhofer 
montre que cet effet sera surtout marque pour les rayons peu eloignes 
du maximum. C'est precisement le cas de la raie D, et Ton doit s'at- 
tendre a ce que les rotations obtenues pour cette raie avec la lumiere 
solaire soient trop grandes. Or les nombres donnes par M. Broch et tous 
les physiciens allcmands que j'ai cites sont au contraire trop faibles. 

II se passe quelque chose d'analogue dans Tappareil de M. Wild, oil, 
en employant la lumiere jaune des sels de soude, on determine la direc- 
tion du plan de polarisation par la disparition des franges de Savart. 
On ne pent juger de la disparition des franges qu'avec une approxima- 
tion de meme ordre que celle des experiences photometriques, et la 



(' ) Voir pour cette discussion le M6moire de M. Gernez et un M6moire de Verdel [Annalvs 
de Chimie ct de Physique, 3* s6rie, t. LXIX), 

AnnaUi de Vt.cole Nor male. 2* Serie. Tome I. V^ 
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persistance des impressionn mv la r^lioe cofiii^erTe VfeSet phjrsiotogiqae 
alors meme que les franges ont disparo^ ce qui cbtistitue une premiere 
diflficulte. Mais si la lumiere est un peu eclatante, te qui est n^cessairet 
les franges existeront encore pour la lumiere rouge, quand celles du 
jaune auront disparu. On est entraine alors a deplacer un peu Tana- 
lyseur, pour afTaiblir les bandes rouges sans faire dominer les franges 
jaunes. Ce compromis donne evidemment nne rotation trop faible. 
Enfm la methode est inapplicable aux grandes rotations, parce qu^a- 
lors les franges ne disparaissent jamais. 

Le meme raisonnement s^applique au cas oil Ton determine le plan 
de polarisation par Textinction maximum pour de faibles rotations. 
Mais, si les rotations sont tres^grandes, les petits deplacements de 
Tanalyseur dans le voisinage de la position qui eteint la lumiere 
jaune n'ont pas d'influence sur I'eclat moyen des rayons Strangers, 
rouges ou bleus, et Terreur doit Stre plus faible. Le nombre donn^ par 
M. Fizeau, ayant ete calcule c d'apr^s plusieurs mesures prises sur des 
cristaux tres-epais > doit done etre beaucoup plus exact; il me parait 
en effet tres-voisin de la verite. 

Quoi qu'il en soit, les methodes habituelles ne paraissent pas asscz 
sensibles pour manifester des changements de rotation de ^—^ : je 
m'en suis assure par plusieurs essais pr^liminaires^ et j'ai chercbe h les 
modifier. On obtient tres-facilement une source de lumiere d'un grand 
eclat, et absolumenthomogfene, enelargissantlafented'un spectroscope 
dans lequel on observe le spectre d'une vapeur incandescente. Si les 
raies ou plutot les bandes colorees que Ton obtient alors n'empietent 
pas les unes sur lesautres, on pourra juger de Textinction avec une 
tres-grande exactitude. L'empietement des bandes n'est meme pas un 
grand obstacle, si leurs bords sont bien nets, parce qu'on les eteint 
successivement par Tanalyseur ; ainsi en se servant des raies brillantes 
du magnesium, on pent voir tres-netlement disparaitre chacune a leur 
tour, quand on tourne I'analyseur, les bandes qui correspondent aux 
Irois raies brillantes que ce metal possede dans le groupe b. La diffe- 
rence des longueurs d'onde des deux raies les plusvoisines est d'environ 
yt/^, et le changement de rotation, de -g^ . Neanmoins il y a tout 
avantage a choisir des spectres comme ceux du sodium, du thallium ou 
de Targent, danslesquels se trouvequelque raie isolee trfes-^clatante. Les 
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d^ux sources qui m'ont le inieux reussi sont : i^ un bee de gaz h grand 
debit, br&Iant saus eclat, el dans lequel on introduit soit un sel desoude 
peu volatil (phosphate de sonde) a Taide d'un fil de platine ou d'un baton 
d'amiante, soit plus simplemenl un tube de verre a la sonde; 2^ une 
serie de puissantes etincelles d'induction entre deux fils de thallium. 

La disposition qui m'a paru la plus avantageuse est representee par la 
fig. 10, qui me dispensera d'une longue description. 



Fig. 10. 




iS3>» 



S £tincelle entre des fils de thallium. 

/ Petite lentille dont le foyer est en S, aOn que les rayons soienta peu pres 

paralleles en entrant dans I'appareil. 
N Polariseur. 
F Feme verticale large. 

L Objeciif du coUimateur ayant son foyer principal en F. 
V, P' Prismes de flint places sur une plate-forme K, par Tinterm^diaire d'un 

support qui pent tourner autour d'un axe vertical. 
Q, Q', Q" Quartz differents. 
L' Objectif de la lunette, au foyer principal F' de laquelle se produit un 

spectre pur. 
N' Nicol analyseur pou vant tourner sur un cercle gradue C, a Taide d'alidades 

dont les verniers donnent la minute. 
/' Oculaire pour observer le spectre en F' a iravers I'analyseur. 
Si Ton prend comme source de lumi^re une flamme chargee de sonde, la 
lentille / n'a plus d'utilite. 

26. 
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II y a quelques precautions a prendre, parce que, pour la commodite 
des observations et la puret^ du phenom^ne, les deux objectifs L et V 
et les prismes a refraction ont ete places entre le polariseur et Tanalyseur. 

On s'assure d'abord que les objectifs L et V n'influent pas sur la 
polarisation d'un rayon de lumiere qui les traverse dans la direction 
de Taxe. Quant aux prismes P, F, ils peuvent, par refraction, faire 
tourner le plan de polarisation des rayons incidents, ce qui n'aurait 
aucun inconvenient, mais ils peuvent donner lieu a une polarisation 
elliptique, et meme, s'ils etaient trempes, a des modifications encore 
plus complexes. On evite tons ces inconvenients en ayant soin que le 
plan primitifde polarisation soil parallele, ou mieux, perpendiculaire 
au plan de refraction, et Ton v^rifie ensuite que le faisceau qui sort du 
prisme P' est encore parfaitement polarise. 

Les morceaux de quartz ne sont jamais homogenes dans toute leur 
etendue. On les etudie separement et on couvre les faces terminales de 
feuilles de papier, decoupees de maniere a isoler les regions qui pa- 
raissent plus pures. On s'assure, par les precedes connus, que les 
faces sont parallMes enlre elles et perpendiculaires k Taxe de cristalli* 
sation. Enfin, on reconnait que la lumiere se propage exactement sui- 
vant I'axe, quand les bandes d'extinction sont bien verticales et que 
la rotation du plan de polarisation est un minimum. 

J'ai essaye un grand nombre d'echantillons de quartz; les seuls qui 
aient pu servir sont les suivants, qui sont encore de qualites tres- 
inegales. La plupart de ces quartz m'ont ete pretes tres-obligeamment 
par differentes personnes, entre autres les n°* I et II par M. Gernez, le 
n° IV par M. Fizeau, les n*** VI et VII par M. Cornu. 

^paisseur. 



mm 



N** I 29,995 

Quam gauches. . . j JJ] J Jj" [■[■'[■] 4° f^l 

N** IV. 110,579 

N« V 36,524 

Quartz droits . . . .{ N» VI 87 ,458 . 

N» VII 81,278 

Les epaisseurs ont ete determinees dans les ateliers de MM. Brunner 
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a I'aide d'une excellente machine a diviser, le long de laquelle etait 
une regie graduee en demi-millimetres. Un microscope porte par le 
chariot visait sur la regie et permettait de donner au chariot des depla^ 
cements d'un nombre entier de demi-millimetres. On visait les quartz 
avec un* autre microscope k micrometre oculaire porte par le meme 
chariot, et Ton evaluait les fractions de demi-millimMre endeplaQant le 
reticule. On a eu soin de determiner les valeurs du pas de vis du micro- 
metre, et les pointes se faisaient au milli^me de millimetre. Pour deter- 
miner les epaisseurs a I'endroit meme qui avait ete utilise dans la 
mesure des rotations , on disposait deux aiguilles tres-fines dans le 
voisinage des surfaces, comme la pointe d'ivoire des bains de mercure, 
etl'on amenait le fil du microscope au milieu de la distance de la pointe 
d'aiguille et de son image. Chacun des quartz a ^te mesure plusieurs 
foisen utilisant des regions differentes de la regie, et les resultats n'ont 
differe au plus que de 2 ou 3 milliemes de millimetre. Pendant toute la 
duree des experiences, la temperature indiquee par un thermombtre 
place sur la machine n'a varie que de i3^,5 a i4^6, de sorte que les 
mesures sont comparables entre elles sans correction. 

Cette regie de Brunner a ete comparee plusieurs fois au metre ^talon ; 
je donne ici les resultats d'une comparaison faite en 1867 P^^ M* Ang- 
strdm. 

Une regie en laiton (le metre d'Upsal), construite sur la r^gle de 
Brunner, laquelle est aussi en laiton, est a zero plus courte que le 
metre des Archives de o"™, 190. Le coefficient de dilatation de la rfegle 
etant de 0,00001872, il en resulte que la regie d'Upsal a la longueur 
metrique a la temperature de 10 degres; il en est de meme pour la 
r^gle de Brunner. A la temperature de i5 degres, k laquelle nos expe- 
riences ont ete faites, chaque division de la regie vaut environ 
1^^,000093. Toutes les Epaisseurs devraient done etre augment^es 
de TooTTu ^^ '^^ pouvoirs rotatoires relatifs k la temperature de 1 5 de- 
gres diminues dans le meme rapport. Cette correction n'a pas d'utilitE, 
parce qu'elle est bien inferieure aux erreurs d' experience. 

Determination du pouvoir rotatoire du quartz. — Pour juger de la pre- 
cision des experiences, j'ai d'abord determine le rapport des pouvoirs 
rotatoires du quartz pour les deux sources que j'employais. II n'est pas 
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necessaire, dans ce cas, que Tappareil soit regie avec une aus^i grande 
precision. On determine d'abord razimut primitif de polarisation d($ 
la lumiere qui sort des prismes P, V\ puis on interpose un ou plusieurs 
quartz, et i'on mesure le nouvel azimut de polarisation; on substitue 
la deuxieme source a la premiere, et Tqu tourne un peu les prismes 
P, P' pour que la nouvelle bande brillante se produise au meme point 
dans la lunette, et Ton determine un troisieme azimut de polarisation; 
enfin on supprime les quartz, et Ton verifie que le changement de 
source et la rotation des quartz P, P' n'ont pas moditie Tazimut pri- 
mitif. On connait ainsi, dans les deux cas, de combien la rotation de* 
passe un nombre en tier de demi-circonferences; on ajoute alors de 
part et d'autre un certain nombre de fois i8o degres, ce que Ton 
connait facilement d'apres Tepaisseur du quartz et la valeur approcbee 
du pouvoir roraloire. 

Dans le cas actuel, il n'y a guere k se pr^occuper de la temperature, 
puisque les deux experiences se suivent rapidement et que les varia- 
tions de temperature ambiante ne peuvent avoir qu'une faible influence 
sur le rapport des rotations. II n'est p.as necessaire non plus que la 
lumiere marcbe rigoureusement suivant Vvie du cristal{, car le chan- 
gement de rotation pour une tres-faible inclinaison doit etre sensible- 
ment proportionnei a la rotation elle-meme. 
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THALLIUM. 
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• 
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n u )N°n... 
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ii3°77 

122,25 

25,57 
62,21 
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3 

5 
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82° 18 

9^,56 
55,98 
67,10 


4 
4 
6 

16 


653,77 

662,25 

925,57 

2402,21 
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812, 56 

1135,98 

2947,10 


1,22701 
1,22698 
1,22744 
1,22683 


Moy( 


3nne 


1,22706 
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73,44 

94,65 
149,16 


4 
4 
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74,59 
99,32 

9,75 


5 

5 

12 


793,44 
8i4,65 

1769,16 


974,59 

999,32 

2169,75 


1 , 2283o 

1,22670 

I ,22644 


Mnvi 


jniie 


1,22714 










— J ' 





Les experiences contenues dans le tableau precedent ont ete execu-^ 
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tees comme on vient de I'indiquer ; la deuxieme et la troisieme colonne 
doiinent les rotations apparentes et ie nombre de demi-circonferences 
qu'il faut y ajouter pour avoir la rotation elle-meme ; la quatrieme et 
la cinquieme colonne donnent ces rotations totales pour les raies 
jaunes du sodium et la raie verte du thallium , et la derniere leur 
rapport. 

La temperature a varie entre i8 et 19 degres. 

II resulte de ce tableau que Ie rapport des rotations est le meme pour 
les quartz droits et les quartz gaucbes, et qu'avec les deux sources 
employees ce rapport est sensiblement egal k 

I ,2271. 

Plus tard, j'ai pu essayer encore deux quartz nouveaux, Tun droit, 
d'environ 177 millimetres, et Tautre gauche, de 99 millimetres. Ces deux 
quartz m'ayant paru de tres-belle qualite, j'ai determine le rapport 
des rotations pour les memes raies, et j'ai trouve : 

Pour le quartz droit, a la temperature de 23 degres, 

1 ,22756; 
pour le quartz gauche, a la temperature de 22 degres, 

1,22753. 

Les deux experiences ont ete faites avec un grand soin, k cause de la 
beaute des mati^res, et les resultats sont presque identiques. 

La rotation relative k la lumi^re jaune de la sonde correspond evi- 
demment a une longueur d'onde interm^diaire entre celles des deux 
raies D, c'est-a-dire environ 6"™, 00058911; la longueur d'onde de la 
raie verte du thallium etant o™"*,ooo53488, lb rapport des carres des 
longueurs d'onde est 

Ce rapport diffferie d'environ ^ du rapport des rotations. On sait' en 
effet que la dispersion rotatoire varie plus vite que I'inverse des carres 
des longueurs d'onde. 

Le tableau qui precede ne pent pas servir k determiner les pouvoirs 



208 MODIFICATIONS QU'^PROUYE LA LUMI^EE 

rotatoires en valeurs absolues, parce que les quartz n'y etaient pas suf- 
fisamment regies. J'ai fait un grand nombre de mesures a des tempe- 
ratures superieures ou inferieures a i5 degres, et je ne rapporterai 
que les moyennes des nombres qui ont ete determines dans le voisinage 
de cette temperature. 11 y a la une cause d'erreur a laquelle il faut 
prendre garde, parce qu'une variation de quelques degres produit des 
changements de rotation parfaitement appreciables. Ainsi, avec le 
quartz n^ lY, la moyenne des mesures relatives a la raie verte du thal- 
lium pour la temperature de 12^^,5 etait de 64^,64» la moyenne des 
mesures faites k i5 degres a ete 65^»68, et les mesures faites k la tem- 
perature de 1 8 degres ont donne 67^, 10. En faisant entrer en ligne de 
compte les nombres extremes, j'ai pris pour la temperature de 1 5 de- 
gres le nombre 65®, 80. II y a d'ailleurs trop peu de difference entre 
cette temperature et celle (i4 degres) a laquelle on a determine les 
epaisseurs pour qu'il y ait lieu de faire la correction qui convien- 
drait. 

Dans le tableau qui suit, a designe la rotation apparente ou le change- 
ment d'azimut, n le nombre de demi-circonferences qu'il faut ajouter 
pour avoir la rotation totale R, et R| est la rotation pour une epaisseur 
de 1 millimetre. 

Lumi^re jaune de la soude. 



QUARTZ. 


a 


n 


R 


R. 


/ NM 


1 11'', 90 

122, o3 

26,96 

60,82 


3 

3 

6 

i3 


661,90 

662,03 

926,96 

2400,82 


a^734 

ai,7«9 
21,727 

21,713 


^ , \ NO n 


(jauches... ^^ ^^ 

( N» IV 


Mo 


venne 


21,723 




• 


i N° V 


73,79 
94,20 

147,78 


4 
4 
9 


793,79 
814,20 

1767,78 


21,733 
21,736 
21, 741 


Droits 1 N* VI 

( N° vn 


Mo 


yenne 


21,737 
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Raie verte du thallium. 



QUARTZ. 


a 


n 


R 


R. 


/ NM 


■ 

79»45 

9>'79 
55, o5 

65, 80 


4 

4 
6 

16 


799**. 45 

8". 79 
ii35,o5 

2945,80 




26 , 652 
26,632 
26,633 
26,641 


^ , N*>U 

uaucbes. • -^ ^0 iii 

( N" IV 


Movpnnp- 


26,689 




J 


1 N° V 


73,87 

99>^0 
10, o5 


5 n-?^ . 8-7 


26,664 
26,677 
26,699 


Droits 1 N°VI 

f N'^vn 


5 
12 


999.^9 
2170,05 


Movpnnp 


26,680 






w 



Le rapport des rotations pour les moyennes des quartz droits est 
1,2263, les quartz gauches donnent 1,22174. Toutes ces differences 
tiennent, comme on peut aisement s'en convaincre par Taccord des 
experiences isolees, non pas au defaut d'exactitude des mesures, mais 
a la qualite des ecbantillons. En tenant conripte de cette circonstance 
et en accordant une plus grande contiance aux nombres qui resultent 
des quartz les plus purs, je crois que la rotation imprimee par une 
epaisseur de i millimetre de quartz a la temperature dc i5 degres est : 

2i%73 pour Ja lumlere jaune de la soude, 
26*,65 pour ]a raie verle du thallium. 

Le dernier cbiffre doit etre exact a moins d'une unite, ce qui fait une 
approximation de yj/oo- 

Influence du mouvement de la Terre. — Je reviens maintenant a la 
question principale, Tintluence du mouvement de la Terre, dont je ne 
me suis ecarte que pour montrer la precision a laquelle on peut par- 
venir dans la mesure des rotations. La sensibilite de la metbode devient 
bien plus grande encore lorsqu'on se propose, non pas d'evaluer la 
grandeur absolue d'une rotation, mais simplement de constater des 
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chaDgemeDts tres-petits produits par une cause accessoire. 11 su£5t, par 
exemple, de faire une serie de mesures dans une salle dans laquelle 
on vient d'allumer un foyer pour constater un aceroissement rapide des 
rotations du a Televation progressive de la temperature. II en sera de 
ineme pour Tinfluenee de la Terre, si elle produit un effet appreciable. 
J'ai fait d*abord plusieurs experiences par la methode indiquee avec 
les quartz precedents et avec d'autres de moins bonne qualite; je deter- 
minais Tazimut de polarisation k la sortie des quartz, quand I'appa- 
reil etait dirige de maniere que le passage de la lumiere a travers le 
cristal se fit dans le sens ou en sens contraire du mouvement de la 
Terre. Comme le resultat a 6te constamment negatif ou douteux, je 
n*en citerai que quelques-uns. 

Premiere experience, — 3o decembre 1869; de 11** 3o" a minuit. 

Od vise directement, sans prismes, la flamme d*un bee de gaz dans 
laquelle on a place un tube de verre. On ajoute trois quartz gauches 
donnant ensemble une rotation d*environ 2240 degres. Les nombres du 
tableau qui suit donnent Tazimut de Tanalyseur qui produit I'extinc- 
tion dans les experiences successives. 



Source k Toueitt. 


Source k Test. 


/ 




19.24 


/ 




20. l5 


19.52 






20. I 


19.38 






20. 1 5 


19.81 






19.26 


19.26 





II semble qu*il y ait une difference qui indiquerait une rotation plus 
grande quand la source est a Touest. (Les numeros des divisions du 
cercle marchent dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre.) 
Je I'ai cru d'abord, bien que quelques-uns des azimuts de droite et 
de gauche soient a peu pres identiques; mais, comme le changement 
que Ton cherche a manifester est d'environ 5^^, Taccord des nombres 
d'une meme serie n'est pas sufRsant. 
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Deuxi^me experience. — 8 Janvier 1870; de 10^ 3o™ a 1 1 heures du soir. 

On observe la raie vert^ du thallium avec prismes refringents et 
quatre quartz gauches dont la somme des epaisseurs est d'environ 
177 degres, ce qui donne une rotation de 47^0 degres. 



Source k I'ouest. 



o / 

18. 3i 



On niodifie un peu Tappareil : 



Source ii Vouest. 



81 .29 
18.37 



Source ii Test. 
18.16 
18.32 

Source a Test. 

>9- 7 



I 



8.21 



Cette experience me parait demontrer que le changement, s*il existe, n'est 
pas de \ degre, ce qui ferait sur la rotation totale une alteration de jo^ol) • 

Troisidme experience. — i" avril 1870; de 11** iS"* a 11** 45" du solr. 

On ajoute les quatre quartz gauches du tableau, et Ton observe la 
raie verte du thallium, pour laquelle la rotation est de 4640 degres. 



On modifie Tappareil : 



Source a Touest. 


Source k Test. 


62^34' 


/ 

63. 2 


63.40 


63. 10 


62.34 


63 


63.45 

63.44 
63. 3i 

• 


62.44 
62.44 


• 

Source k Touest. 


Source a I'est. 


/ 

64. 1 


/ 

63. 5 



63.26 



63.36 
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aia MODiFfc^Tioirs qu'^prouve l4 lumiere 

Nouveau cliangement : 

64. I 

64. 1 1 

II me semble rcsulter de cette experience que le changement n*est 
pas (Ic I (le degre, c'esl-a-dire de Ybiroo ^^ '^ rotation totale. 

N'ayant pas alors a ma disposition un plus grand nombre de quairtz 
homogenes de meme sens, j*ai cherche a ajouter les rotations des quartz 
de sens contraires, ce qui m'a reussi avee une facilite inesperee. II suf- 
(il pour cela de faire tomber la lumiere polarisee sur une serie de 
(|uartz de meme sens, gauches par exemple, puis sur une lame de mica 
d'une demi-onde, et ensuite sur des quartz droits. De cette faQon» le 
plan de polarisation tourne de la meme quantite que si tous les quartz 
etaient de meme sens (*). II est facile aussi de montrer que, si Ton 
adople rinterpretation de Fresnel, Tinfluence de la Terre doit etre la 
meme que si tous les quartz etaient de meme sens. En efTet, la lumiere 
incidcnte, qui est polarisee rectilignement, se partage en penetrant 
dans les premiers quartz en deux rayons polarises circulairement. Tun 
a droile, Tautre a gauche. Si ces premiers quartz sont gauches, le 
rayon circulaire gauche y marche plus vile que le rayon droit, de sorte 
qu'a la sortie il s'etablit entre eux une certaine diflerence de marche A. 
Ces deux ravons, en traversantia lame d'une demi-onde, sont transfer- 
mes, le rayon gauche en rayon droit et le droit en gauche. Le rayon 
droit, qui allait moins vite dans les premiers quartz, est devenu gauche 
dans les suivants et marche encore moins vite; il y eprouve une nou- 
velle difference de marche A'; le retard final est done le mSme que si 
tous les quartz etaient du meme sens. Si le mouvement de la Terre a 
pour effet d'augmenter ou de diminuer la difference de marche, Tin- 
lluence produite par les deux series de quartz sera aussi la somme 
des influences produites separement par les deux especes de quartz. 

L'experience prend ainsi une forme un peu paradoxale. En faisant 
traverser par un faisceau de lumiere polarisee deux series de quartz 
d'epaisseurs egales et de rotation contraire, la lumifere emergente 
reste polarisee dans le plan primitif. Si cette lumiere est ^talee en 



( ' j MM. Fizcau el Fuucault avaient r^alisd cclte experience avee deux paraU616pip^de8 de 
Fresnel, dont refTct est Ic m^me que celui d'une lame (Tislalline d'une demi-onde. 
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spectre, on reconnait que, pour une orieutation convenable de Tana- 
lyseur, on eteint le spectre tout entier. II sufBt alors d'intercaler 
entre les deux syst^mes de quartz une lame de mica d'une demi-onde 
pour que le spectre soit convert de bandes d'extinction. On a done 
dans une meme experience ces deux circonstances presque contradic- 
toires, de grandes epaisseurs de cristal qui ne produisent pas de diffe- 
rence de marche, et une lame extremement mince qui donne lieu a 
une difference de marche considerable. En tout cas, le phenomene est 
tellement net que j'ai cberche a I'utiliser. 

Qualridme experience. — i5 avril 1870; de 11 heures a ii**3o" du soir. 

On a ajoute les quartz droits n® V et n° VII; a la suite, on a mis le 
quartz gauche n" IV et une lame gauche peu epaisse, de maniere a pro- 
duire a peu pres la compensation, puis encore la lame n^ II. Entre les 
deux systemes est une lame d'une demi-onde, et Ton observe avec la 
lumiere jaune de la sonde. La rotation totale est d'environ 6785 degres. 

Source k Fouest. Source a Vest. 

O f 

191.22 o , 

191. 10 

191.37 

190 
191.17 

I 90 . 20 
190 

190.82 
190 

190.36 
190.22 

190.14 

On enleve le quartz n^ II, ce qui retablit la compensation. La rota- 
tion est alors de 5i ^3 degres. 

MSme dale, ii**35"» du soir. 

Source k I'ouest. Source a Test. 



129.37 
129.22 
128 



1 3o . 3 1 



i3o. 7 
129.32 
128.40 
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i)n preud pour Hourcc de lumicre la raie varte in tbajiliu^). La rota- 
tion est (le G387 degres. 

MAmc date, ii'>4^"' du soir. 

Source k I'oueit. Source ii I'ett. 



" t 



49.36 

5o.a8 
5o.4?- 
5o. 4 



o / 

49.21 

5o. 17 



60.27 



So. 10 



Si Ton rt'conuail quo oes oxperiences demontrent que le cbangernent 
do rolatiou 11*081 pas de 3 de degrc, il en resultera que le mouve- 
inonl de roCalion n*allere pas do jz lo ' 6 '^ pouvoir rotatoire du quartz, 
o*oHl-a-diro d*une quantito quatre fois plus faible que celle que Ton 
ohliondrait on appliquant ii la propagation des ondes polarisees circu- 
laironionl la lornuilo domontree par Fresnel pour le cas des corps 
isotropos. 

Jo no You\ doduiro auouue consequence thoorique des experiences 
ronlonuos dans co proniior Momoiro. mais on reconnaitra, j'espere, que 
quolquos-unos do cos oxporioncos ont olo faites avec un degre de pre- 
cision qu'il osl diiUoilo do dopassor, ot quo Ton pent enoncer comme 
conclusion la proposition suivanto : 

i 1.0s phononionos do rotloxion do la lumiere, de ditTraction, de 
douldo rolraction roctiligno ol do double refraction circulaire sont 
O);alomont impuissants a niottro on ovidonce le nionveniont de traosla- 
lion do la Torro quund on opore avoc la lumioro solaire ou avec une 
Aouroo do lumioro lorreslre. » 



SUR L'INTfiGRATION 



DfiS 



FRACTIONS RATIONNELLES, 

Par M. HERMITE, 

MBMBRE DB l'INSTITUT DE FRANCE. 



Le precede elementaire d^integration des fractions rationnelles ^j^ 

peut etre presente sous une fornld telle, que la resolutiori'de reqUallon 
F(;r) = o ne soit plus necessaire pour le calcul de la partie algebrique 
de rintegrale, mais seulement pour en obtenir la partie transcendante. 
Dans ce but, on mettra d'abord le denominateur, au moyen de la theo- 
rie des racines egdles, sous la forme suivante : 

A, B,..., L etant des polynomes tels, que Tequation AB...L =o n'ait 
que des racines simples, et Ton fera ensuite 

F(^) "" A«^' BH-' "^ ^ L^+'' 

P, Q,..., S etant des fonctions enlieres. 

Cela pose, Fintegrale I -^^:^ se traiteral comme il suit : nous effec- 

tuerons sur A et sa derivee A' les operations* du plus grand commun 

diviseur, de manifere a obtenir deux polynomes G et H, satisfaisant a 

la condition 

AG-A^H=i. 



2i6 suR l'int^gration 

Nous formeroDS ensuite deux series de fonctions entieres : 

* I f * a » • • • > * «> 

par ces relationst oil les polynomes Q, Q|, Qa,... sont entierement arbi- 

traireSy savoir : 

«V.= HP-AQ, 

(«-i)V,= HP.-AQ., 

(a — 2)V,= HP,— AQ„ 



V... = HP«_. - AQ._„ 

P. = GP-A'Q-V'., 
P, = GP.-A'Q.-V\, 

• ♦ 

P.= GP._,-A'Q_,-V:_.. 

MainteDant je prouverai qu'en faisant 

V = V, H- AV, + A» V, -4- . . . -I- A— V^., 
U = P., 

on a Tegalite 

A-+' ~ A \aV ' 

d'oii 



J A-^-j 



Vdx V_ 
A' 



de sorte que ^ est la partie alg^brique de Tintegrale proposee, et 

/ — r^ la partie transcendante. 
A cet effet, j'elimine G et H entre les trois egalites 



AG-A'H = i, 
(«-/)V.= HP,-AQ,, 

P,^., = GP,-A'Q,-V;, 
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ce qui donne 

Or OD peut ecrire cette relation de la maniere suivante : 






Ed supposaiit ensuite i=o, i, 2,..., a — i et ajoutant membre a 
membre, nous en conclurons 



A«+' A \A* A*- 



) 



ce qui fait bien voir qu'on satisfait a la condition proposee 

P U /V\' 



A*^' A \A* 

par les valeurs 

V rzz Vo -i- AV. 4- A'V,-f. . . .4- A— V.-„ 
U = P., 

comme il s'agissait de le demontrer. 

Tai dit que les poly n6mesQ,Q|, Q2)... etaient arbitraires; on pourra 
done en disposer de maniere que les degres Vo, V,, Va,..., Va_i soient 
moindres que le degre de A; on pourra aussi les supposer tons nuls, 
ce qui donnera, par exemple, 

aV. = HP, 

a(a-.i)V, = H[(aG~H')P-HP'], 



/ 



Ges deux suppositions se concilient dans le cas de Tintegrale 

t~2 5^» fl"^ j^ choisis comme application de la methode. Nous 

aurons alors 

G = i, H = -, 

2 
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puis successivement 



2 



/ \\r 2a — I ^ 



2a(2a — 2) 2 



(2a — i)(2a — 3)(2a — 5) x 

2a(2a — 2)(2a — 4) * 



(«-3)V.= ^^ ~ .^—-y 



^ (2a — I ) (2a — 3). . .5.3 ^ 

" 2a(2a — 2). ..6.4 2 

2a 

__ (2g — l)(2g-~3) 
ra — ; ^ » 

2a(2a — 2) 



p (2g — i)(2g — 3). ..3. 1 

2a(2a — 2). . .4.2 



Nous retrouvons ainsi la relation bien connue, a laquelle on parvient 
ordinairement au moyen de riDt^gration par parties, savoir : 



/ 



dx 1.3.5. ..(2g — i) X 

(■^TTT)^' "" 2.4.6. ..2a ^^^ ^"^^ "^ 2(ar» -+-!)» 

X f- 4- ^^""' -^'"^' _j. (2a — i)(2a — 3) (x^-^iY ^ "1 

La 10L a— I 2a(2a — 2) a — 2 J 



(Nouvellcs Jnnales de Mathematiques, 2* s^rie, t. XI.) 
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SUR LA 



TH^ORIE DES COllRBES GAUCHES, 

Par M. H. LAURENT, 

ANCIBN ^LEVE DE l'^COLE POLYTBCUNIQUE RT BJ^PI^TITBUR A CETTB £C0LB. 



SoieDt 

X, y, z les coordoDoees d'un point m d'une courbe gauche (A); 
s Tare de cette courbe; 
R son rayon de courbure; 
T son rayon de torsion. 

Par le point m menons trois axes rectangulaires faisant avec les axes 
de coordonnees des angles dont les cosinus seront designes para, a\ a'\ 
b, ly, y ^ c, d y d\ le premier axe (a, a', a") sera tangent a la courbe (A), 
le second (6, h\ h") sera dirige suivant la normale principals le der- 
nier (c, c', c") sera dirige de telle sorte que le systeme d'axes passant 
en m puisse co'incider en direction avec les axes de coordonnees. 

On aura le systeme de formules suivant du k M. Serret : 

da h 

, , dh (a c\ db' la! d\ db" /«'' c"\ 



<" £=i 



da' 
ds 


b' 
= R' 


db' 
ds 




dc' 
ds 


6' 
= T' 



da" 
ds 





b" 
R' 


db" 
ds 





-( 


dc" 
ds 





t' 



a8. 
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Si Ton suppose que le point m se deplace, le systeme des axes pas- 
sant en m va prendre un niouvement heiigoidal dont il est facile de 
calculer les elements. Si Ton pose en effet 

dsp = cdb 4- c'db' 4- c"rf6" = - bdc - b'dd - bUc\ 
(4) { dsq = adc -^ a* dd -^ a" dc*" = — cda— & da! — cT da\ 

dsr — bda -h 6' da' -+- b^da'' = —adb- a'db' ~ a''db\ 

pdSf qdsy rds ne seront autre chose que les rotations instantanees qui 
servent a faire co'incider les directions des axes relatifs au point m avec 
les directions des axes relatifs au point infiniment voisin pris sur la 
courbe (A). 

En remplacant da^ db^ . . . par leurs valeurs tirees de (i), (2) et (3)» 
on trouve 

(4*") P = — Y' '~^' '''^"H' 

I'axe instantane de rotation est done perpendiculaire a la normale 
principale, et la generatrice de Thelice osculatrice qui lui est parallMe 
est situee dans le plan de la tangente et de la binormale. Si Ton designe 
par I Tangle que la tangente fait avec cette generatrice, on aura 



(5) lang« = — 



R' 



et la rotation instantanee sera donnee par la formule 



— coseci. 



Geci pose, consid^rons une droite representee par les equations 

oil X, Y, Z designent les coordonnees courantes, p la distance du 
point Xt Y, Z au point §, yj, ^ situe sur la droite et X, X', X'' les angles 
que fait la droite p avec les axes de coordonnees. 
Supposons que ^, y}, ^, X, X', X'' soient fonctions de Tare s de la 
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courbe (A). Pour que la droite (6) engendre une developpable, il faut 
que les equations (6) soient compatibles avec leurs differentielles 



(7) 



( o = rf| H- Tidp -+- prfX, 
o z= rfrj -4- X' Jp -h pdTJ, 
[ o = di;-^rdp-^pdr; 



pour exprimer cette condition, il faut eliniiner X, Y, Z, p, dp entre (6) 

et (7), ce qui donne 

dl dn rf? 

(8) rfX rfX' dr =0. 

Si X, XS X'' sont donnes, (8) est une equation differentielle a laquelle 
doit satisfaire le point ?, yj, ?. Cette formule va nous perniettre de 
resoudre quelques questions relatives a la theorie des courbes gauches. 

Cherchons, par exemple, en quel point n de la normale principale 
a la courbe (A) il faut mener une parallele a Taxe de Thelice oscula- 
trice pour obtenir une surface developpable. [Pour abreger le discours, 
j*appellerai cylindre osculateur le cylindre sur lequel est tracee Fhelice 
osculatrice, bien que ce cylindre ne soit pas celui qui a le contact le 
plus intime avec la courbe (A)J. 

Appelous / la distance du point n au point m, I sera notre inconnue 
et Ton aura 



(9) 
d'oii 



$z=j;-f-/6, yj=7-4-/6', C = z-f-/6^ 



dl = ads-\-ldb -hbdl., ., 



et, rempla<;ant db par sa valeur (2), 



(10) 



d^ 



rfrj 



= ads — /A(^ 4- £.j-i-6rf/, 
= fl'rf* - Ids (^ -^ y) ■*■ ^'"'^^ 



\ 



d^ — a'^ds 



IM^ 



t) 



b"dl; 
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d'un autre cote, si Ton appelle X, XS X"" les cosinus des angles que fait 
Taxe de i'belice osculatrice avec les coordoun^es, on aura 

(11) { b'k-hb'V-hb''r=:o, 

cX-Hc'X'-hc"X'' = sini, 
d'oii Ton tire 

(12) >. = acosi -f- csiniy X' = a'cos/-f- c'sini, X*' = fl^cosi 4- c^'sini. 
En differentiant ces formules et en ayant egard ^ (1), (3), on a 

rfX =(rr-cosiH- = sinijrf5-{-(c cosi — a sini}e//, 

(f3) / rfX' = i-^ cosi -f- •=• sini\ds-h{c' cosi — a' s\ni)diy 

f /ft*' 6" \ 

I rfX^=( -jr-cosi 4- TjT sinijrfj-f-(c^cosi— a^'sinijrfi; 

portant alors dans (8), a la place de X, X', X'\ ^, ri^ ^, leurs valeurs et 
developpant, on trouve d'abord 

{i4) rfX(X'rfS - rdn)-^ dV(rdl - XrfO -+- drCkdn - Vdl) = o, 

puis 

X'rfS - rdt) = (a' COSI -4- d s\m)\ a" ds - Ids (^ + ^ W ft^'d/l 



— (a" cos/ -f- c 



"sinOprfs - /a(^' + y) "^ *'^4 



et, en tenant compte des relations connues b'c"— cfb"^=za^ . . . , 

Vd}^ — V'dY) = b sinirfs — 'rf*(-^ sin/— tf cos/W rf/(c cos/ — « sin/), 

ydl— XrfS = ft'sin/rf* — /cfaf-g- sin/ — •=• cos/j -t- dl(& cosi — a' sin/), 

Xrfyj — >'rf| = 6"sin/rf5 — Idsl-^slni — ■=" cos/j -f- rf/(c''cos/— a'' sin/); 
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a Taide de ces formuies et de (i3), (i4) devient 

rf/rf/— IdsA (g; — f;) sini cosi -f- ^ (sin»« cos'/) 

/ \ 

(-rrsinicosi H- ^ sin'i | rftf' = o. 

' • • T 

ElimiDant de la I'angle i au moyen de la formule tang{ = — ^j on 
trouve 

R . . T ,. TrfR — RrfT 

COSl= — __ > Sin«== > af= ?=; irr — > 

0S^4^T» v^R^ -t- T» T> -^ R' 

et, par suite, (i5) devient 

(i6) rf/(Rrfr-T(m) = o. 

Gette equation, qui n'est autre que la condition (8), pent etre satis- 

faite : 

i^ En posant 

rf/ = o ou / = const. , 

a^ En prenant 

RrfT~TrfR = o; 

si Ton prend /= const, et en particulier /=o, on voit d'abord que 
la generatrice dii cylindre osculateur ddcrit une surface developpable, et 
que si sur la normale principale on prend une longueur constante, si 
par le point ainsi obtenu on mene une parallele a I'axe de I'helice oscu- 
latrice, cette parallele decrit une surface developpable quand le point m 
se meut sur la courbe (A). 
Si la courbe etait de telle nature que Ton eut 

RrfT — TrfR = o ou =r = const., 

la parallele k I'axe de I'helice osculatrice menee par un point quel- 
conque de la normale principale decrirait une surface developpable, 
et, en effet, dans ce cas la courbe (A) est une helice, 

L'axe de I'helice osculatrice ne decrit pas, en general, une surface 
developpable; en effet, si la distance / de cet axe au point m satisfai- 
sait a (i6), il faudrait que /fut constant, le rayon de Tbelice oscula^^ 
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trice serait constant, et Ton aurait entre /, la courbure et la torsion les 

relations 

II T 

sm'i sinicosi ^ R 



d'oii 



J^=T;(T*-^-R'), 



ou enfin 



(17) gnjip^^^"^^* 

Cette equation definit evidemment une infinite de courbes; toute 
surface contiendra evidemment trois systemes de lignes principales 
jouissant de la propriete dont nous venons de parler, car Tequation (17) 
est evidemment du troisi^me ordre. 

L*arete de rebroussement de la surface developpable, lieu des gene- 
ratrices des cylindres osculateurs, est facile a trouver; il suffit, en 
effet, de chercher le lieu des intersections des droites (6) et (7) en pre- 
nant? = a?, >j=j', ^ = 2; (6) et (7) deviennent alors 

(G bis) X = a:-+-p>. .. , 

(*] bis) o = ads -h pdl-^- Xrfp . . . ; 

on elimine facilement dp en multipliant la premiere equation {^ bis) 
par dl, la seconde par dX\ la troisieme par dX\ et, en ajoutant, on 
trouve 

_ adl-^a'dl'-ha'^dr ^ 
P- dV-^-dl'^^dr^ ^*' 

en remplacant X, X\ X'' par leurs valeurs (13), on obtient p en fonction 
de R et T, 

Tv/'P-hR' , 
ds. 



KdT-TdR 



La surfdce devehppable que nous venons de trouver n'est autre chose 
fUe Venveloppe des plans normaux aux plans osculateurs de la courbe ( A ) 
l$^nes par la tangente a cette courbe, ou, si I'on veut^ Venveloppe des 
fkms qiti passent par la tangente et la binormale. 
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La courbe (A) est une ligne geodesique de cette surface y car son plan 
osculateur est normal au plan tangent de la surface en question. 

Lorsqu'on a un systeme de droites formant une surface r^glee, le 
premier membre de (8) n'est plus nuU mais il est proportionnel a la 
plus courte distance h des deux drdites infinimenl voisines; la distance 
exacte h est alors donnee par la formule suivante : 

^^ y^ _ dl(Vdr - rdV)-v- dr^jrdl - IdV)-^ di:adX ^ VrfX) . 

'"" s/(i'dr'-rd'k'Y-^(rd'k'-ury-^{'kd>f'-ydiy ' 

quant a Tequation meme de la droite sur laquelle se mesure la plus 
courte distance, on Tobtient par les considerations suivantes : 

A(X-$) + A'(Y-y3)+A"(Z-0 = o- 

est Tequation dun plan passant par le point §, r^, ^; exprimons qu'il 
e^t parallele : i*^ a la direction X, X', X" de la droite (6) ; 2° a la direction 

, ' — — ^«" de la droite sur laquelle se mesure la plus courte 

distance dedeux droites (6) infioiment voisines, nous aurons 

AX-4-A'X'-+-A"X" = o, 

AiVdr^rdV)-^ k'ordi - idr)-^ k'{idv - x'rfX) = o, 

et nous aurons, en observant que XrfX 4- X'rfX' -\- X"rf)/' est nul, 

(19) (X-$)c/X-f-(Y-n)rf)/-f-(Z~C)rfX'' = o. 

Yoila Tequation d'un premier plan contenant la plus courte distance 
de deux generatrices infiniment voisines; on aura Tequation d'un 
second plan en posant 

B(X - I — rf$) -f- B'( Y - rj - rfyj ) -f- B"(Z - ? - rfC) = o» 

et Ton aura comme tout a Theure 

B(X H- rfX) 4- B'(X' 4- dV) -f- V{r -hdr) = o, 

B{}/dr - rdV) -+- w{rdi - idr) + b^'c ur - vdr) = o, 

(X — $-d^)(rfX-XArf*^) 
-f- ( Y- rj — rfrj )(rfX' — V\ds') -+- (Z - ? - rfO(cf3^"- X'Arfx*) = o,| 

Annaies de VtcoU Normale. a^ S^rie. Toiuo I. 29 
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ou nous posons pour abreger 

On peut remplacer cette derniere equation par celle que Ton oblient 
en soustrayant (19) et I'on a 

I X /v v^^ /ir ^^/ / r» w-i// dXdc -^ dV dfl '\' dV dt, 

(20) (X-^g)X4-(Y-y^)V + (Z-0>^-^ d}?^dV^^dr^ =""' 

Appliquons les formules (18), (19), (20) a la normale principaie de 
la courbe (A), nous aurons 

quant a dl^ dX\ dX'\ ils seront donnes par les formules (2). Les for- 
mules (18), (19), (ao) deviendront alors, en observant que | = a;,..., 
c/^ = a dSf . . . , 

/« = 7r X — OU n = -7 - - • 

V T' R^ 

On peut, si Ton veut, introduire Tangle i dans cette formule, et Ton 
voit que Ton a 

(21) /i = rfscosi. 

Ainsi la plus courte distance de deux normales principales est dgale a la 
projection de Varc ddcrit par le point m sur I'axe de VheUce osculatrice, 
ou, si I' on veut^ sur la gdndratrice du cyUndre osculateur. 
La formule (19) devient 

(2.) (X-:r)(^^ + ^)H-(Y-r)(^ + ^)^(Z-z)(^'-f-^)=o, 

la formule (20), 

(23) b(\--x) + b'{\--r)^b^(Z^z)^.^^^=o. 

On peut observer que le terme r- — ?=r, est le rayon k du cylindre 
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osculateur (*). Les formuies (22), (23) reQoivent alors une interpr6- 
tatioD geometrique remarquable : supposoDS que X, Y, Z soient les 
coordoDoees du point ou se compte la plus courte distance, en appe- 
lant u la distance de ce point au point m de la courbe (A), les for- 
muies (22) ct (23) donneront 

(24) u\ -|r cos(m, 1/5)-+- 7jtC0s(ii, N) =0, acos(£i, P) = — K, 

N designant la binormale, P la normale principale. Or cos(a, P) = — 1 , 
done M = /, done 

Vaxe de Vhilice osculatrice passe par le point ou se compte la plus 
courte distance des deux normales principals infiniment voisines. 

L'equation (24) est une identite, si Ton place le point X, Y, Z a 
I'endroit oil se mesurc la plus courte distance en question; mais, si on 
le place en un point quelconque de la plus courte distance* on voit 
que : si sur la tangente et la binormale on porte des longueurs^ respec- 
tivement proportionnelles d la courbure et a la torsion, les projections de 
ces longueurs sur le rayon vecteur de la plus courte distance de deux 
normales principales infiniment voisines ^ issues du point m, seront egales. 

Enfin il est bon d'observer que les coefficients directeurs de la plus 
courte distance de deux normales principales infiniment voisines sont : 



a c 


a' c' 


rt" c'' 


T "" K' 


T K' 


T K 



En appelant 6 Tangle que fait la droite en question avcc la tangente 
en m a la courbe (A), on a 



cose = 



I 

T R 



1 1 VR' -H T 



V R^ "^ T» 



(') On a en effet 



d'oii Ton tire 



° u sm'i sin I cost 

29 
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on trouverait de meme pour le cosinus de Tangle £' que fait la meme 
direction avec la binormale ; done Tangle £ n'est autre 

chose que celui que nous avons designe par {, et Ton en conclut ce 
theoreme : 

Vaxe de Vhdlice osculatrice est la droite suivant laquelle se mesure la 
plus courle distance de deux normales principales voisines. 

Cherchons maintenant par quels points des binormales il faudrait 
mener des paralleles aux normales principales, pour que leur lieu fut 
une surface developpable. 

En appelant £, >?, ^ les coordonnees de Tun de ces points fx situe sur 
la binormale du point m, on a 

/ designant la distance des points m et /x. La condition pour que le 
lieu des paralleles aux normales principales passant en \k soit une sur- 
face developpable s'obtiendra en faisant dans (8) 

on trouve alors 
Or de (aS) on tire 

rf$ z=ads -+- Idc -4- cdl = ads -^ l-=r ds -^ cdl^ 

I b' 

(27) { rfyj = a!ds -h Idc' -^-c'dl^ a'ds -h l^ds -h c'dlj 

d}^ = a'ds^ldc''^ c"dl = d'ds ^l^ds-\- c" dl\ 

(26) dcvient alors 

ds _dl _ 

T R""''' 
ou bien 

(28) l~ I - ds = — j coiids. 
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Les points jx forment done une infinite de courbes toutes trac^es sur 
le lieu des binormales; si nous considerons Tune de ces courbes en 

particulier, celle qui coupe la courbe (A) en m, I'integrale / jds est 

nulle. 
Des Equations (27) on tire successivement 

(29) arf| -ha!dyi '^a''dZ=::ds, 

{3o) hdl -+- l/dn -f b'^di: = | ds, 

(3i) cdl + ddYi -4- c"rfS = rf/ = J ds. 

Si Ton designe par da Tel^ment de la courbe, lieu des points [i, on 
aura 

(32) d(T'= rff»-+- ^rf5«4- 1;* dsK 

Pour abreger le langage, j'appellerai courbes (B) les lieux des points /m. 
Si Ton considfere la courbe (B) qui passe en m, on aura l=o en ce 
point et Tequation (3o) montre que : 

La courbe (B) a pour normale au point m la normale principale de 
la courbe A, et la formule (S^) donne 

dor _ )/WTY' 

-y- = I 9 

ds X 

c'est-a-dire ds^dtj cost en valeur absolue. Du reste la formule (32) 
permet de calculer a au moyen des quadratures; la formule (29) pour 
/ = o donne 

cos{dSf d(j) = -T^ = sin I. 

On voit done que la courbe (B) au point m est coupie orthogonalemeni 
par la gSnAntrice du cyUndre osctUateur {*). 

Cbercbons maintenant les arStes de rebroussement des surfaces d^ve- 



(*) II ne faut pas oublier le sens que j'attache au mot osculateur, uniquement en vue de 
Bimplifier le langage. 
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loppables que nous venons de trouver. Les equations d*une generatrice 
sont 

X = a: -h /c -f- p6, Y z=x -f- fc' -f- pfr', Z = 2 4- Ic^-hph"; 

les equations de la generatrice infiniment voisine peuvent etre rem- 
placees par 

o=ads -h c^rf5-+-/^ rfj-4- bdp "~ pf j^ "+" f )^*» 
o = a'ds -¥& ^ds-^l-^ds-hb'dp "" P (^ "^- y) ^*' 

Pour deduire p de la, il sufiit de multiplier par a la premiere equation^ 
par a! la seeonde, par a'' la troisifeme et d'ajouter : on a alors 

o = rf5 — I rf5, 

ou bien j9 = R. Les aretes de rebroussement cberchees ont done pour 
equation 

X = X-I-6R -f- c I fdsy 



(33) / Y = r-h6'R -he 






et Ton voit que le lieu des aretes de rebroussement des developpables 
en question est une surface regime obtenue en menant par les centres 
de courbure des droites paralleles aux biuormales. En d'autres termes : 
Le lieu des aretes de rebroussement des surfaces developpables t Ueux des 
paralleles aux normales principales menses par les binormales, est la sur- 
face polaire de la courbe ( A ) . 

On peut encore ^noncer ce fait de la manii^re suivante : 
Si par deux points pris respectivement sur deux binormales infiniment 
voisines on mene des parall^es aux normales prindpaHes corretpondanieSf 
la rencontre de ces deux droites f si elle a lieu, ne peut avoir lieu que sur 
la surface polaire. 
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REFRACTION A TRAVERS UN PRISME 

SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE, 
Par M. a. CORNU, 

PROPBSSEUR A L*]&COLE POLTTEGHNIOUE. 



1 . Le present travail a pour objet I'etude geometriquc de la niarche 
des rayons lumineux dans un prisma r^fractant la lumiere suivant une 
loi quelconque; le but qu'il atteint est le developpement d'une me- 
thode generale permettant de determiner experimentalement les ele- 
ments geometriques d'un rayon lumineux traversant un milieu rcfrin- 
gent donn6, independamment de toute connaissance sur la nature de 
la surface d'onde de ce milieu. L'importance de ce probleme n'echap- 
pera point aux physiciens ni aux geo'metres qui connaissent les desi- 
derata de TOptique relativement a la determination th6orique de la 
forme de la surface de Tonde lumineuse et qui comprennent que la 
grande probabilite en faveur des resultats d*Huyghens et de Fresnel 
n'exclut nullement la necessite d'un controle experimental indepen- 
dant de toute hypoth^se. 

Gette methode d'observation a ete deduite de la discussion des equa- 
tions de la theorie elementaire du prisme : les th^oremes geome- 
triques qui s'en degagent permettent de traiter avec facility les cas les 
plus usuels et les plus utiles au point de vue experimental, par 
exemple le cas du minimum de deviation et celui d'une legere incli- 
naison des rayons par rapport a la section droite du prisme; Tetude de 
cette derni^re question a conduit, avec une simplicity inattendue, a la 
solution du probleme general. 
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L'etude de la refraction faite independammeDt de la forme de la 
surface de Tondc a ete, comme la remarque en avail &te faite dans des 
Reclierches sur la rdflexioncristalline[^)^ une source de simplifications 
considerables : rintroduction, des le debut, de la nature speciale de 
cette surface eut complique inutilement les calculs et empeche d'aper- 
cevoir les theoremes generaux independants de la forme de Tonde. 

2. Ge Memoire est divise en trois Parlies : 

La premiere contient Tetude geom^trique de la marche des rayons 
paralleles a la section droite d'un prisme, particulierement dans le cas 
du minimum de deviation. 

La seconde comprend la meme etude dans le cas de rayons legere- 
ment obliques sur la section, ainsi que la solution gen6rale du pro- 
bleme optique. 

La troisieme, plus specialement cxperimentale, renferme Tapplica- 
tion des theoremes demontres precedemment k Tetude de la surface 
d*onde du cristal qui se prete le mieux a ce genre de verifications, le 
spath d'Islande. 

Observations prelim inaires . 

3. Definitions des elements d'un rayon lumineux. — Avant d'entrer 
dans Tetude optique du prisme, rappelons la definition de ce qu*on 
nomme les Elements gdometriques d'un rayon lumineux dans le systeme 
des ondulations. 

On ne considere pas, a proprement parler, comme type le plus 
simple un 5eei/ rayon lumineux, mais un faisceau de rayons paralleles 
dus a la propagation d'une onde plane. Cette onde plane, dans le cas 
d'un milieu quelconque homog^ne, se propage parall^lement a elle- 
meme avec une vitesse uniforme, mais variable suivant Torientation 
de sou plan par rapport a certaincs directions caracteristiques de la 
constitution optique du milieu. On obtient une image representative 
de cette variation de vitesse en considerant la surface enveloppe des 
positions qu'occuperait, au bout de Tunite de temps, une onde partie 

(*) Annates de Chimie et de Physique; 1867. 
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d'uo point fixe et se propageant successivement dans toutes les direc- 
tions. 

4. Cette enveloppe, nommee surface deTondef n'est pas seulement 
une conception g^ometrique simplificative, elle represents comme on 
le demontre aisement, la forme meme de Tonde que produirait, dans 
certaines conditions, un ebranlement produit au centre consider^. 

Cette enveloppe definit en oulre une direction imporlante : I'onde 
plane etant donnee» si Ton considere Tune des surfaces d*onde a la- 
quelle elle est tangente, la direction qui joint le point de contact au 
centre de la surface est ce qu'on nomme la direction lumineuse efficace. 
On demontre en effet que le mouvement vibratoire d*une onde plane 
limitee ne se transmet pas d'une position k la suivante, selon la per- 
pendiculaire a la direction commune, mais suivant la direction oblique 
qu*on vient de definir : c'est la reellement Taxe du faisceau lumineux. 

5. En resume, un rayon lumineux produit par la propagation d'une 
onde plane dans un milieu quelconque homogene est en general oblique 
sur le plan de Tonde; pour le definir completement au point de vue 
optique, independamment de la nature de sa surface d'onde, il suttira 
de connaifre trois elements : 

1^ La vitesse suivant la normale a Tonde plane (*); 

^ L'angle de direction lumineuse efficace avec cette normale; 

3^ L'orientation du plan parallele a celte normale et au rayon 
efficace. 

Le probleme a resoudre est la determination experimentale, mais 
exclusivement geometrique, de ces trois elements d'un rayon, qui suit, 
comme on le voit, une loi de refraction dite extraordinaire. 

6. Discussion des mithodes experimentales utilisies pour la determi- 
nation des dldments geomdtriques des rayons lumineux. — II semble au 
premier abord que la m^thode d'observation imagin^e par Mains dans 



( ') A proprement parler, il faudrait connallre la vitesse normale en grandeur et en direc- 
tion, ce qui ferait trois ^l^ments et non pas un seul ; mais, suivant la construction d*Huy- 
ghens, le raccordement des ondes le long de la surface de separation impose deux conditions, 
de sorte que, dans les probl^mes de refraction, la connaissance de la grandeur de la vitesse. 
normale definit la direction de Tonde plane. 

Jmnales de VEcolt Normale, 2* Serie. Tome I. 3o 
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son etude duspath d'islande, at reproduite depuis sousbiendes fonneSi 
soit la plus directe et la meilleure : elle donne en eiTet immediatement 
la direction lumineuse efficace, c'est-a-dire la partie du rayon lumi- 
neux directement accessible a Tobservation ; mais elle a le grand incon- 
venient de ne pas definir Telement geom^trique vraiment simple du 
problfenie, celui auquel s'applique la loi des sinus^ a savoir le plan 
d'onde du rayon. Aussi cette methode ne peut servir qu'a faire des 
verifications et non pas des determinations de surfaces d'onde; en effel, 
les donnees experimentales qu'elle fournit pour chaque rayon sont au 
nombre de deux (le point d'incidence et le point d*emergence), tandis 
qu'il en faut trois pour la determination complete du rayon. L'insuffi- 
sance de cette methode s'aperQoit immediatement en remarquant que 
la connaissance d'un rayon interieur ne permet de calculer les rayons 
emergents correspondant a des faces d'incidence ou d'emergence don- 
nees que si Ton connait le troisieme element, la vitesse de Tonde 
plane correspondant au rayon, c'est-a-dire Tindice de refraction de 
I'onde. On juge par la que, si la forme de Tellipsoide d'Huyghens repre- 
sentant Tonde extraordinaire dans le spath d'Islande n'avait pas ete 
connue d'avance, Malus n'aurait probablement rien tire de ses obser- 
vations. 

7. On peut faire une autre objection toute pratique a cette methode, 
c'est que sa precision est assez limitee; d'ailleurs fut-elle a la fois pre- 
cise et complete, elle serait presque toujours en defaut, a cause de la 
dimension considerable de Techantillon qu'elle exigc : les cristaux 
uaturels ou artiQciels sur lesquels il est interessant de faire ces etudes 
sont en general beaucoup trop petits pour se preter utilement k de 
semblables mesures. 

8. La methode des deviations par un prisme taille dans la substance 
a etudicr offre les avantages pour ainsi dire complementaires de la 
methode de Malus; ello definit aisemcnt Tonde plane et sa vitesse, 
mais elle ne parait pas au premier abord susceptible de fournir les 
elements du rayon lumineux efficace; en effet, on est reduit a n'obser- 
ver les rayons qu'avant leur entree ou apres leur sortie du milieu 
refringent, dans un milieu, Tatmosphere, oil la normale a I'onde 
coincide avcc la direction efficace. On pourrait, il est vrai, suivre 
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chaque rayon lumineux dans Tinterieur du prisme, determiner la po- 
sition du point d'incidence at du point d'emergence, et en deduire 
les elements du rayon refracte; mais cette methode mixte, deja peu 
exacte, comme on vient de le dire, avec des epaisseurs considerables 
du milieu rifringent, serait tout a fait grossi^re appliquee a des prismes 
dont Tepaisseur maximum ne s'eleve qu'a un pelit nombre de milli- 
metres. 

9. L'etude des deviations angulaires par le prisme se prete, au con- 
traire, a une grande exactitude de mesures, meme avec des echantil- 
lons de dimensions si petites que la birefringence y parait au premier 
abord insensible. On va voir, par ce qui suit, qu'on pent reduire a des 
observations purement angulaires la determination geometrique com- 
plete du rayon refracle interieur que la metbode de Malus resout d'une 
manifere incomplete, meme en apportant toutes les complications d*un 
veritable lev^ trigonomitrique. 



PREMlflRE PARTIE. 



ifcrUDE GI&OMtollQUB DB LA MARCHB DES BATONS DANS UN PBISMB B^FBACTANT SUIVANT 
UNE LOI QUBLCONQUE. BATONS PABALL^LBS A LA SECTION DBOITE DU PBISMB. 



Application de la construction d^Huyghens. 

10. Des lois de la refraction des ondes planes dans les milieux ho- 
mogenes quelconques on deduit les r^sultats suivants : 

i^ Une onde plane rifractde par une ou plusieurs surfaces planes resie 

toujours plane ^ c'est-k-dire un faisceau de rayons parallfeles reste tou- 

jours un faisceau de rayons parallfeles apres un nombre quelconque de 

refractions ^ travers des surfaces planes. En particulier, k la sortie 

d'un prisme k faces rigoureusement planes, les rayons emergents sont 

parall^les s'ils Tetaient k I'entree. 

3o. 
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2® La direction d'une onde plane apres an nombre quelconque de 
refractions ne depend que de la valeur des diffirentes vitesses normales que 
possddait cette onde dans son passage aux differents milieux. Elle est 
absolument ind^pendante des deux autres ^l^ments qui definissent la 
directioD lumineuse efficace. Ed particulier, dansun prisma plac^dans 
Tair, la direction du rayon emergent correspondant a un rayon inci- 
dent donn6 ne depend que de la valeur de la vitesse normale de Fonde 
refractee; mais si le rayon est determine comme direction, il ne Test 
pas comme position absolue dans Tespace, car la direction lumineuse 
efficace subit deux brisures que la loi precedente ne definit pas. 

11. La construction d'Huyghens resume et complete ces resultats : 
elle determine non-seulement les ondes, mais aussi les rayons lumineux 
correspondants. Rappelons brievement le principe de cette construc- 
tion : autour de chaque point d'incidence du rayon lumineux efficace 
sur un plan refringent comme centre, on trace les surfaces d*onde des 
deux milieux en presence; a Taide de ces deux surfaces on exprime 
geometriquement que I'onde plane se brise en penetrant dans le milieu 
suivant, de maniere que ses deux segments, tangents respectivement 
aux surfaces d'onde qui representent leur vitesse actuelle, se raccordent 
suivant une droite commune sur le plan de separation des milieux : le 
rayon refracte est defini par la droite joignant le point d'incidence au 
point de contact de I'onde. On repete cette construction k chaque nou- 
veau plan de separation des milieux. 

Cas des rayons par alleles a la section droite du prisme. 

12. Consid^rons d'abord le cas de rayons incidents paralleles k la 
section droite du prisme. Le probleme de la marcbe des rayons se 
ramene alors a la Geometric plane : I'onde incidente etant parallele a 
I'arete du prisme, I'onde refractee et Tonde emergente le sont 6gale- 
meot et sont par consequent entierement definies par leurs traces sur 
le plan de la section droite. 

Quant a la surface d'onde, il n'est pas n^cessaire de la definir com- 
pletement, il sufBt de connaitre I'enveloppe de toutes les ondes paral- 
leles a I'arete du prisme, c'est-a-dire de connaitre le cylindre circonscrit 
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k la surface d'oade parallfelemeot ^ cette direciioo; on peut appeler 
Ugne d'onde la bas« de ce cylindre doot la consideration sutTit pour ce 
qui va suivre. 

On simplifiera notablemeot la construction d'Huyghens, qu'il Taut 
appUquer spccessivement ^ chaque face du prisme, en considerant 
exclusivement celui des rayoos qui passe par I'arete, ce qui n'apporte 
aucune restriction, tous les autres lui ^tant paralliles. Le mdme cercle 
de rayon i (vitesse des ondes dans le milieu e\terieur) et la m£me 
Ugne d'onde peuvent alors servir k la fois pour les trois rayons inci- 
dent, refract^ et emergent. Le rayon incident OE [Jig. i ] ^tant doon^. 



OD coDslniira I'onde incidente eo menant. par le point E oil le rayon 
prolonge au dela de I'arete coupe le cercle, une tangente k ce cercle ; 
puis I'oude refractee HRU' en menant, par I'intersection H de Tonde 
incidente et de la face d'entr^e MO prolongee, une tangente k la ligne 
d'onde. Cette tangente, prolongee jusqu'a la trace de la face de sor- 
tie ON, fournit le point H' par lequel doit passer la tangente au cercle 
qui repr^sente I'onde emergente H'E'; le rayon emergent sera E'O. 

It faul bien remarquer ici que la droile OR, qui joint le centre au 
point de contact de la tigne d'onde, n'est pas la direction du rayon 
r^fracte propremeot dit, elle o'en est que la projection. Le point de 
contact de I'onde plane refractee avec la surface d'onde est g^nerale- 
ment en dehors du plan de la section droite a une distance qu'il est 
inutile actuellement de se donner pour definir I'onde plane refractee 
parall^le a I'arele du prisme. Quant k la perpeodiculaire OP, qui repre- 



'2 
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sente la vitesse normale de I'onde refractee, il est superflu d'insister 
siir ce point qu'elle ue correspond k aucun rayon physique. 

13. Traduite algebriquement, cetle construction fournit les equa- 
tions suivantes : 
Soient : 

A Tangle refringent du prisme; 

e Tangle que fait Tonde incidente avec la face d'entree; 
e Tangle que fait Tonde emergente avec la face de sortie; 
r, r' les angles que fait Tonde refractee avec ces faces ; 
p la vitesse normale de Tonde refractee. 

On a evidemment 

-!- = -£-, 

sin^ sinr 

ou, posant -^n, n etant Vindice de Hfraction de Tonde plane. Tin- 
verse de la vitesse normale, 

( i) sine = /I sinr, 

(2) sine'rsnsinr', 

(3) r-hr'=A. 

Designant par D Tangle que font entre elles les ondes incidente et 
emergente (egal k celui du rayon incident prolong^ el du rayon emer- 
gent), on a evidemment 

D = (e - r) + (e'— r') = e -4- e' - (r-f- r') =:e-+-c' - A, 

d'oii 

(4) A-f-D=:e-f-e'. 

Calculous done e + e': des formule8(i) et (2), on deduit evidemment 

sine -+- sin e' = n (sin r -4- sin r' ), 

sine — sine' = n( sinr — sinr'), 
ou 

,4., . e4-e' e — e' , r-hr' r-^r' 

(5) sm cos = n sm cos » 

a 2 2 2 

,-, . e— e' <?-4-e' . r — r' r-hr' 

(6) sm cos =/ism cos > 
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e -h e' r-f- r 



I 



lang lang 



(7) -^—. = ^' 



e — e' r — r' 



lang lang 



formule qui permet de deduire r et r' de la connaissance de e, c , A; 
car elle donne la difference r — r' de deux angles dont on connait la 
somme r-i-r'= A; on peut des lors calculer n par les formules (i) 
et (2), ou raieux par Tune des combinaisons (5), (6), qui ont Tavan- 
tage d'etre plus symetriques pour Tensemble du calcul par loga- 
rilhmes. En utilisant Tune et I'autre, on a une verification utile des 
calculs; on obtient encore une autre expression de n en niultipliant 
membre a inennbre les equations (5) et (6) : 

sin(g + e')sin(g— e^) 
sin(r-f- r ) sin(r— r') 

14. Determination d*une ligne d'onde par une serie de tangentes. — 
Ces formules n'apportent aucune restriction a la nature de la surface 
de Tonde; elles s'appliquent aussi bien aux milieux monorefringents 
qu'aux milieux quelconques et ne s'appuient que sur la loi dite de 
Descartes, a savoir qu'une onde plane reste plane apres refraction, et que 
lechangement de direction de ces ondes, passant d'un milieu a un autre, 
ne depend que du rapport des vitesses dans les deux milieux. 

Ou pourra done appliqucr ces formules a des milieux quelconques; 
on delerminera les valeurs de r, r', n d'apres celles de A, e, e' , ce qui 
definit autant de droites HH' tangentes a la ligne d'onde de la section 
droite du prisme qu'on aura de couples d'observations; mais les points 
de contact de chacune de ces tangentes ne seront pas determines direc- 
tement. Toutefois ces operations pourraient, a la rigueur, servir a la 
determination graphique de la ligne d'onde, et, par suite, de la direc- 
tion des rayons lumineux correspondant a chaque onde plane refractee, 
de sorte que le probleme general qu'on s'est propose serait resolu dans 
le cas oil il se reduit a une construction plane. II est inutile d'insister 
plus longtemps sur ce mode d'observations. On verra dans la seconde 
Partie comment on peut utiliser les rayons legcrement inclines sur la 
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section droite pour determiner le point de contact, et, par suite* obte- 
nir une methode notablenient plus praise. 

15. Revenons aux equations (5) et (6). Si Ton pose 

A-+-D . A-4-D 

cos sin 

19) 1, = J-, "= . I > 

cos — sin — 

elles prennent la forme 



r— r' e — e' 



n cos = V cos 

do) 



f n sm = fjL sm • 

I 2 *^ 2 



Eliminant » on a evidemment 



e — e' ^e — e' 



( n ) n* = a* sin* h v' cos' 



expression qui fournit /i, Tindice de refraction de Fonde plane en 
fonction des angles d*emergence et de Tangle du prisme, c*est-a-dire 
en fonction des donnees memes de Tobservation. Cette formule n^est 
pas calculable par logarithmes, et si Ton essaye de la transformer pour 
la rendre calculable k Taide d*un angle auxiliaire simple, on retombe 
sur les deux equations precedentes. 

L*^limination de conduit a une relation importante, 

1 i..r — r' 1 .r — r' 



(la) -: = — sin' h — cos' 

n- a* 2 v' 

de Qieme forme que Tequation 

p* = a» cos'a -f- 6' sin'a, 

qui donne la distance p du centre d*une ellipse de demi-axes a« 6 a 
une tangente dont la normale fait Tangle a avee la direction de Taxe 2a. 

Or - represente la perpendiculaire abaissee de la trace de Farele du 
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prisme sur la trace de Tonde plane refractee : cette droite peut done 
etre consideree eomme la tangente a une certaine ellipse que nous 
allons determiner. La normale a Tonde plane refractee etant OP {^g. 2), 

Fig. 2. 




calculons Tangle POx qu*elle fait avec I'axe des x sur lequel doit etre 
compte Taxe aa : ce sera la valeur de a 



..' 



••' 



VOx = POH'+ H'Oar= - -r'-^-- = --r'-h ^1±^ = - + ^^^^-^ 5 

2 2 2 2 2 2 



on aura done 



n' 



— ; cos'a 4- -r sin*a avec a = - 



par suite 

(i3) 






r — I 
2 



./ 



d'oii Ton conclut cette propriete : 

Conde plane refractee^ tangente par definition a sa ligne d'onde, est 
egcdement tangente a une ellipse dont les axes sont dirigds suivant les 
bissectrices de la section droite du prisme et dont les vcUeurs sont 



A 

cos — 

2 



- = 7 Ki suivant la bissectrice intineure, 

a A -f D 

^ cos 



I 

V 



. A 

sin — 
2 



. A4-D 

sin 



9 suivant la bissectrice extirieure. 
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Ml l.t«« purumMrofl de cette ellipse, qui joue absolument le rdle de 
h^m it\mitf>, no dependent que de Tangle du prisme A et de la devia- 
\\\\\\ U doi« ni^vund /tmergenls (*) : Tellipse est done completement defi- 
\\\\^ \\\\\\\u\ on HO donno A el D. Elle permet de resoudre tres-simplement 
lo proliD^no Nnivanl : 

l^ii$h$ ihnn^ un prisme qui d^ne d'un angle D des rayons paralldes 
s\ h Hiriion thvite sans quon dejinisse ni le pouwir rifringent da prisme ^ 
m .MMiiV </i4ff//r incidrncr a lieu la refraction^ quelle est la sine des indices 
fHmiMes /nmr londe refractee dans I'interieur du prisme? 

(Ion indioos sunt donnt^s par rinvorse des perpendiculaires abaissees 
doM ( onlros sur los tangonlos ii Tellipse dont les axes viennent d'etre 
dollniH, 

IT. I«a iormo do ooUo ellipse ne depend done, pour un meme 
pvinnio d^anglo A« quo d*un soul paramHre, la deviation D; en cher- 



Ik « 1* 1 ' 



V 



^ ^ / \ V^vx\« I X I fH'mi-rUt ^rr tf^mr it\^>mit ? fivMkffiineiit oai, mais dans le ots trte- 
\k^ |Hm\\m' ^Ir^ iiiqk'Hli{« d«iia( un c\lindr« a t)4;$l^ «llipU4tte. L^^qvatkm de b sedkNi 

A ^ D . A -- D 

M *— . N- *- 

A A 





A ir - K 


SV iiir$ii. hf -w^Ot 


» 




" V 



)|^ \ 4t!^ iniic^ i«(^ c«-*^4;:iwi. ^ftjUKi^ 4K£^tllhtl^ isMOi >i«i)iiur» M»|nauBfr |iail'iBita». 



SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE. ^43 

chant son mode de deformation quand on fait varier ce paramfetre, on 
arrive k cette conclusion simple : 

V ellipse ( — > -) passe constamment par quatre points fixes donnes par 

r intersection du cercle de rayon decrit autour de la tmce de Varite 
comme centre^ avec les traces des faces du prisme. 

En effet, Tequation de Tellipse rapporlee a ses axes -5 - est 

(i4) /x':t'H- v'7*=i, 

ou bien 

cos* sm' 



A .A 

COS* — sm* — 

a 2 



ext^rieur ordinaire. Mais si Ton suppose que le milieu ext^rieur est un liquide dont Tindice 
soil ^, les valours de M et de N deviendront -r* ^^ t* ' ^*^^ 

or, comme on peut dans la plupart des cas trouver des liquides ou composer des melanges 
d'indice donn^ A^ en choisissant cot indict par la seule condition M > /* > N, on aura une 
infinitude cas dans lesquels la ligne d*onde elliptique coincide avec la ligne d'onde en question. 

A chaque valeur de A comprise entre M et N correspond un angle du prisme variant depuis o 
jusqu'4 180, les deviations correspondantes, depuis o jusqu'4 un maximum, revenant a o. 

Le maximum de D se d^uit par differentiation de la formule 

, A-hD N . A 
tang-^ = ^tang-; 

on trouve 

D N — M I correspondant k tang — = i /•rr » 

( c'est-i-dire h A = v/MN. 

Ainsi I'indice du liquide auxiUaire qui donne le maximum de la deviation constante est 
la mojrenne g^om^trique des indices principaux, 

U est k peine utile de remarquer que le prisme doit avoir son ar^te parall^Ie aux genera- 
trices du cylindre elliptique et les plans bissecteurs de ses faces paralieies aux plans princi- 
paux de celte surface. 

La propriete cararieristique de ce prisme est d'offrir une deviation des rayons complete- 
meat independante de rincidence des rayons dans le plan de la section droite. 

3i. 
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.:a:. r-t ivittpla^^ant Tunite par la somme des carr^s da sinus et du cosi- 




Oil encore 




Le parametre variable se trouve reduit a un seul coefficient tang* ^ 

Tequation de rdlipse est satisfaite identiquement par les systemes de 
valeurs 

A A 

{i5) jc'=cos'— » r-'^sin' — ; 

2 ' 2 

I'ellipse passe done par les quatre points fixes, intersection du cercle 
x^ -hy^ = I avec les faces du prisme 

>' _. A 

-=±lang-. 



Minimum de des^iation. 

18. D'apres la propriete preccdente, il resulte que toute variation 
de la deviation D des rayons entraine une variation de forme de Tel- 
lipse, et comme tout changement d^incidence produit un changement 
dans la deviation, on peut dire qu'en general a cbaque incidence 
correspondra pour I'ellipse une forme differente. Mais il est un cas 
tres-important oil une variation tres- petite d'incidenoe n'altere pas 
sensiblement la deviation : c'est celui du minimum de deviation. Alors 
rfD = o et Tellipse peut etre consideree comme fixe pour les inci- 
dences e Qi e -h de. II est facile de voir que ce cas ne peut se presenter 
que si Tellipse est tangente a Tonde refractee, au point meme oil 
celle-ci toucbe la ligne d'onde; en effet, deux positions infiniment 
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voisines de Tonde refractee HH', H,H', [fig. 3) passent par le point de 
contact R de leur surface d'onde, suivant le langage de la Geometric 




infinitesimale; or, comme dans chacune de ses positions I'onde plane 
est assujettie a toucher rdlipse, il faut qu'cUe passe aussi par le point de 
contact de Tellipse el que ces deux points de contact coincident; les 
deux courbes sont done tangentes entre elles et a Tonde plane. On 
arrive ainsi au theoreme suivant : 

V ellipse ( — » h ' dans le cos da minimum de deviation des rayons d'un 

pn'sme, est tangente a la ligne d'onde d'Huyghens au m6me point que 
Vonde plane^ de telle sorte que^ dans ce caSj r ellipse jouit de toiUes les 
proprietes de la ligne d'onde, et definit a la fois la vitesse normale et la 
direction lumineuse efficace^ reelle ou projetee sur la section droite du 
prisme. 

Dans tout autre cas, on voit aisement que le point de contact R de 
la ligne d'onde avec Tonde plane HH' est en dega ou au dela du point 
de contact L de la ligne d'onde avec Tellipse. 

19. Ce theoreme permet de simplifier considerablement la plupart 
descalculs relatifs au minimum de deviation, c'est-a-dire du cas qui, 
au point de vue experimental, est pcut-etre le plus important; en eflPet, 
on ramene la ligne d'onde la plus complexe a la consideration d'une 
ellipse orientee symetriquement par rapport aux faces du prisme, et 
dont les axes ont une relation tres-simple avec Tangle du prisme et la 
deviation. 

Les deux principaux problemes qu'il est utile de resoudre sont les 
suivants : 

Probl^me I. — 6 tant donne un prisme dont la ligne d*onde suivani 
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la section droite est une ligne quekonque difinie par son iquation^ col- 
cuter les angles d' incidence et d' emergence correspondant au minimum de 
deviation. 

Probleme II (question inverse). — On connatt pour le minimum de 
deviation d'un prisme les angles d^ incidence et d' emergence; calculer les 
elements du rayon refracte correspondant [cest-a-dire determiner le point 
correspondant de la ligne d'onde et la tangente en ce point), 

20. Solution du premier p^oBiaEME. — Pour de'terminer tous les Ele- 
ments correspondant au minimum de deviation des rayons paralleles a la 
section droite d'un prisme d^ angle A, on determine le point de contact de 
r ellipse 

dont les coejficients [i etv sont assujettis a la condition 

A A 

{16) a*cos* h v'sin' — =1, 

avec la ligne d'onde du milieu relativement a la section droite. (Les equa- 
tions precedentes supposent que les axes de coordonnees sont rectan- 
gulaires : Taxe des x coincide avec la bissectrice interieure et Taxe desj^ 
avec la bissectrice exterieure de la section droite.) 

Lorsque les coejficients jx, v, ainsi que le point de contact {x\ y')^ sont 
determines, on obtient immidiatement V equation de la tangente a Vel- 
lipse en ce point , 

(17) [x^xx' -hv'yy = i, 

qui represente la trace de I'onde plane du rayon rifracti correspondant 
au minimum de deviation des rayons emergents, 

11 en resulte que, pour obtenir Tangle de deviation D, il n'y a pas 
d*autre calcul a faire qu'k resoudre Tune ou Tautre des deux equations 

A-4-D . A-f-D 

cos sin 

2 2 



A .A 

cos — sm — 

2 2 



Pour obtenir les autres elements n, r, r\ e, e\ il sufBt d*ennployer les 
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formales (8) et (lo) qui se pretent immediatement au calcul par loga- 
rithmes. Od commence par calculer r etr'; on a deja 

r-+-r'=: A, 

de plus 



2 2 



oc etant Tangle que la normale a Tonde plane refractee fait avec la bis- 
sectrice interieure du prisme [equation (i3)] consideree comme axe 
des X. Identifiant Tequation (17) de la tangente k Tellipse avec la 
forme 



X cosa H- X sin a = p = ^a^cos^a -+- 6' sin* a, 



on trouve 



/ Q\ cosa , sina , , 

d'oii 



' ,»i ^f 



(19) cola = -— lang = '^ -, 

On connait ainsi et 

2 2 

Le calcul de e-he\ e — e' s'en deduit aisement, car e 4- e' = A -f- Dr 

et Ton a 

e-he' A , e -\- e' ,A 

cos ^ = a cos— » sm ' ■ = vsin — • 

2 '^ 2 2 2 

La valeur s'obtient en divisant membre a membre les equa^ 

tions (10), ce qui donne 

(20) lang -^— = - lang — ^ — 

Enfin rindice de refraction n de Tonde plane, c'est-a-dire Tinverse 
de la Vitesse normale (rapportee k la vitesse dans Tair ou mieux dans 
le vide), est fourni par I'equation (8) 

sin(g -t-g^) sin(e — e') _ 
sin(r -f- r') sin(r— r') ~" 
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21. Ed resume, le calcul d'un minimum de deviation esl reduit a 
one extreme simplicite des qu'on a determine le point de contact de 
rellipseavec la ligne d*onde. La difficulte de ce probleme preliminaire 
depend de la nature de cette ligne. Dans le cas trfes-important en 
Optique oil la ligne d'onde est elle-meme une ellipse, le calcul est 
simple et elegant : on retrouve ainsi les formules que de Senarmont a 
obtenues par une voie beaucoup plus complexe. Ce cas particulier ren- 
ferme tons les milieux a un axe optique et aussi les milieux a deux 
axes avec la restriction que leurs plans de symetrie coincident avec 
eeux du prisme. Nous aliens Tetudier rapidement. 

Cas oil la ligne d'onde est clliptique. 

22. L'equation de la tangente a Tellipse (~» -] pent etre prise sous 
la forme 

(21) X cosa -f- jsina= i/— cos^a H — 5-sin'a = p, 

a designant, comme precedemment, Tangle que fait la normale corres- 
pondant avec Taxe des x^ dans le sens ordinaire, c*est-a-dire compte 
en tournant vers Taxe des j. 

La ligne d'onde etant une ellipse d'axe 2a, 26, telle que son axe tia 
fasse Tangle c avec Taxe des x compte dans le meme sens, aura pour 
tangente parallele a la pr^c^dente 



( 22) j;cos(a — n) -f-jsinfa — (7) = v/a'cos'(a — (j) -f- 6*sin*(a — (T) = p'. 



I I 



II s'agit de determiner les axes de la premiere ellipse, dejk assu- 

jettis a la relation (16) 

A A 

fji cos* — I- v' sin' — = I , 
^2 2 

par la condition que dans une certaine direction a les deux courbes 
ont la meme tangente et le meme point de contact : Tidentite de la 
tangente correspond a p=p\ Tidentite du point de contact revient, 
en considerant chacune des courbes comme Tenveloppede sa tangente. 
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k 6crire que les deux tangentes, identiques pour la valour a, le sont 
encore apres un deplacement infiniment petit a + da, d'oii 

Les equations qui determinent fx, v, a sont done, outre I'equa- 
tion (i6), 

, dp dp' 

p=p' £=■£' 

ou bien 

Developpantp — /?' = o, apres avoir chasse les radicaux, 

— cos'a H — - sin'a — a'(cosa coso- 4- sin a sino-)' 

-^ ft* (sin a cos 0- — sin 0- cosa)* = o, 

et ordonnant par rapport a a, il vient finalement 

coi*af — — a' cos' (J—- ft'sin'o-j — a cola(a»— ft'jsino-coso- 

H- f a^ sin*o- — 6* cos^cj = o, 

equation de la forme 
en posant u = cot a, 

P = a'cos'a-h ft'sin'a ■» 

(26) { Q=(a'— 6*)sin(7COsa, 

R = a» sin'cr -^ b^ cos*©- • 



V* 



La troisi^me equation est la d^rivee de celle-ci par rapport a a; il 

est Evident qu'en prenant ii = cota comme variable, on simplifie le 

calcul ; on obtient alors 

Pa-f-Q = o, 

jInnaUt de Vtcole Normale, a* S^rie. Tomo I. 32 
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d'oii 

Q 
(27) «=-p- 

Telles soDt avec (16) les equations qui d^termineDt {if v et a. 

Eliminauta, c'esl-k-dire u par substitution dans Tequation (a5), 
il vient 

(28) Q' = PR, 

(29) (a»— 6*) singer cos' (7= ( a^cos'd -+- i'sin'o- ;] f a'sinV -+- fc'cos'o- 5 J • 

Cette equation, jointe a la relation (i6)« 



»1 /*/\c9 



— h V* sin' — = I > 



a' cos 

permet de calculer les axes (-» -] de I'ellipse tangente k la ligne 

d'onde. 

La direction a de la normale k Tonde plane refract^e est donn^e par 
Tequation (27) sous deux formes equivalentes d'apres (28) 

Q («'— iMsino-coso- 
cola = — ^ = ^ i 

a' cos' 3-4- 6' sin' (7 ; 

(3o) / ^ l^' 

„ fl'sin'cr -4- i'cos'cr ; 

n v' 

Q {a^ — 6=*) sin 0- cos (7 

Quant aux coordonnees x\ y' du point de contact commun» on les 
obtient en les considerant comme celles du point de contact de la 
droite (21) et de son enveloppe, c'est-a-dire comme les solutions de x 
eiy communes a cette equation et k la derivee par rapport a a 

,^ . . / I i\ sinacosa 
(3i) — jTSina -h rcosa= ; -H -, I i 

ces valeurs sont 

, cosa , sina 
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d'oii 



x' v» 



(32) _- = -_Cola. 

x' 

Le rapport -7> qui seul entre dans les calculsdu xa^io (equation 19), 

est ainsi determine : I'identite des formules (32) et (19) est une viri- 
Reation dans le cas d'une ligne d'onde elliptique du theoreme general 
qui sert de base k cette etude du minimum de deviation. 

23. Solution duprobleme inverse. — II reste pen de chose a ajoutet 
pour montrer comment, de robservation des angles d'incidence et d^ inter- 
gence correspondant au minimum de deviation, on peut diduire la vitesse 
normale de Vonde refractie et la direction du rayon lumineux efficace^ 
reelle ouprojetie sur leplan de la section droite du prisme. Les calculs 
se font en sens inverse et sont beaucoup plus simples. On observe direc- 
tement A, e, e\ on a done immediatement D = e + e', par suite |x et v : 
on en deduit retr' par la condition A = r-hr' et Tequation (20) 

r — r' UL e — e' 

tang — ^^ = -c: lang — ^— , 

rindice n, inverse de la vitesse normale, par I'equation (8) 

sinfgH- e') sin(g— e') ^ 

sin(r-hr') sin(r— r') 

La normale a Tonde refractee fait avec la bissectrice interieure du 
prisme un angle a (compte positivement dans le sens allant de la face 

d'incidence a la face d'emergence) qui est egal a - H 

Le rayon lumineux projete sur le plan de la section droite, qui passe 
par le point de contact a/,y de I'onde plane et de la ligne d'onde, est 
defini parTequation (19) 

(33) tang-^ = --^_. 



Posant tanga' = ^ ? on aura, pour Tangle a' que fait le rayon lumi- 



x" 

32. 
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neux avec la bissectrice int^rieure du prisme, 

( 34 ) langa' = ^ tanga. 

Remarque. — II n'y a dans la solution de ce problfeme aucune res- 
triciion sur la nature de la surface d'onde du milieu refringent; on 
verra plus loin comment on achfeve la determination complete du rayon 
refracte par le calcul de la troisieme coordonnee z\ du point de con- 
tact de I'onde plane avec la surface d'onde, en dehors de la section 
droite. 

24. Dans les milieux monorefringents, le minimum de deviation 
est caracterise par Tegalite des angles d'incidenceetd'emergence e=e^. 
Dans les milieux de constitution diflerente, cette condition n'est rem- 
plie qu'accidentellement; en eflet, Tequation [20)^ mise sous la forme 

e — e' UL 

tang =— i- cot a, 

2 V 

IT 

montre que e— e' ne pent etre nul que dans le cas oil a= -> c'est- 

k-dire comme on le verrait aisement quand Tonde plane refractee cor- 
respondant au minimum de deviation est perpendiculaire a la bissectrice 
interieure du prisme, ce qui exige que la section droite du prisme ait 
les memes axes de symetrie que la ligne d'onde. 

L'expression est elle-meme susceptible d'une interpretation 

geometrique tres-simple. Si Ton pose 

^ TT e — e' 

^2 2 

|3 est Tangle que fait la bissectrice des rayons incidents et refringents; 
en effet, si Ton se reporte a la construction d'Huyghens^ les traces HE, 
H'E' des ondes incidente et refriogente sont tangentes au cercle de 
rayon egal k I'unite et se coupent en K; la ligne OK est evidemment 
la bissectrice des rayons OE, OE'. 
On a 

22 222 



d'oii 
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Si Ton rapproche alors I'equation (20), mise sous la forme 



tang|3=: — tanga, 



de Tequation (34) 



langa' 



— langa, 



on en deduit, par elimination de jx et v, 

tang' (3 = tanga tanga^ 

relation tres-simple qu*on peut enoncer ainsi : 

Au minimum de ddviation^ la bissectrice de V angle du rayon incident 
prolong^ et du rayon emergent est toujours comprise^ comme direction^ 
entre la normale a Vonde refractde et la projection du rayon lumineux 
sur la section droite du prisme; la tangente trigonometrique de I' angle que 
fait cette bissectrice avec la bissectrice intdrieure du prisme est la moyenne 
geomdtrique des tangentes des angles que font ^ avec la mime droite^ les 
deux autres directions. 



11 




25. Remarque. — Cette propriete permet de construire geometric 

quement Tellipse f-» -j dont on connait toujours quatre points et una 

tangente (onde plane refractee); en effet, il est facile, connaissant deux 
quelconques de ces directions, de construire la troisibme sans avoir be- 
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soil) de tracer Tellipse; il suffit de mener une parallele quelconque GA 
a I'axe des j {fig. 5) et de considerer les trois segmeDts GA, GB, GA'; 
ils soDt evidemment lies par la relation 

gb' = ga.ga', 

qui n'ofTre aucune difficulte de construction. 

II en resulte que, si I'on connait Tonde plane refractee HH', on con- 
nait la direction OA, c'est-a-dire OP, qui lui est perpendiculaire; on 
connait egalcment la direction OB qui passe par Tintersection des 
ondes incidente et emergente, d'oii Ton conclut OA', c*esl-a-dire la 
projection du rayon lumineux OR sur la section droite. 

Fig. 5. 



H 




Comme verification, on pent, apres avoir trace I'ellipse et determine 

les axes -9 79 se reporter a la construction bien connue de Tellipse 

comme projection d'un cercle; on verra sans difficulte que la direc- 
tion /3 est le rayon vecteur du point du cercle decrit sur Tun des axes 
comme diametre, qui a pour projection le point oil Tellipse touche 
la tangente definie par Tangle ol\ Tangle a' correspond au point de 
contact. 

Ces remarques suffisent pour resoudre graphiquemeut les problemes 
traites ci-dessus : ces traces graphiques ne sont point a dedaigner, ils 
peuvent servir a controler ou au moins a preparer les calculs. 
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DEUXIEME PARTIE. 

REFRACTION DBS RAYONS OBLIQUES SUR LA SECTION DROITE DU PRISME. 



Th6or ernes priliminaires . 

26. Pour definir la position des ondes de direction quelconque, il 
suffit de se donner leurs traces siir la section droite et leur angle avec 
la normale a ce plan, qui n*est autre que Tarete du prisme. 

Les traces de ces ondes jouisseut de deux proprietes g^ometriques 
connues : 

I** L'onde imergente fait, avec VarSte du prisme^ le mime angle que 
Vonde incidente; 

2^ La hides sinus s' applique aux traces des ondes sur la section droite, 
a la condition de prendre pour indice de rif taction [inverse de la vitesse 
normale) non pas la valeur veritable n, mais la valeur m ddfinie par /'c- 
quation 

m = yjn^ -+- ( /*^ — I ) lang' , 

5 etant I' angle que fait Vonde incidente et Vonde emergerUe avec VarSte 
du prisme, compte positivement lorsque le rayon incident est aur-dessus du 
plan de la section droite avant Vincidence, 

27. La demonstration de la premiere proposition est en quelque 
sortc intuitive, si Ton a soin de simplifier la construction d'Huygens, 
comme prec^demment, en considerant les rayons refractes par I'arete 
meme du prisme. Gonstruisons, en un point de cette arete, comme 
centre, la sphfere de rayon i (vitesse dans le milieu exterieur), l'onde 
incidente y sera tangente, et comme elle est supposee n'etre pas paraN 
lele k Tar^te, mais faire avec elle un angle d, elle coupera cette droite 

a une distance egale k -r— g« L'onde refractee sera donnee par le plan 

passant par la trace de l'onde incidente sur la face d'entree, et tangent 
a la surface d'onde concentrique k la sphere; Tonde ^mergente s'ob^ 
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tiendra en prolongeant le plan d'onde r^fractee jusqu'a la face de sortie, 
et en inenant par cette trace un plan tangeot k la sphere de rayon i. 
Ces trois ondes planes se coupent evidemment au meme point de Tarete 
du prisme et» comme Tonde emergente et Tonde incidente sont tan- 
gentes a la meme sphere, elles sont egalement inclinees sur Tarete du 
prisme, qui joint au centre un point commun a ces deux plans. La 
premiere propriete est done demontree. 

Remarque L — Si le rayon incident est au-dessus du plan de la sec- 
tion droite avant Tincidence, le rayon emergent sera au-dessous; dans 
ce qui suit, on considerera toujours Tun de ces deux rayons comme pro- 
longe, soit du cdte de Tincidence, soit du cdte de I'emergence, de sorte 
qu'ils paraitront toujours faire le meme angle du meme cdte de la sec- 
tion droite. 

Remarque II. — On verra aisement que la bissectrice de ces rayons 
dans leur position effeclive est toujours dans ce plan et coincide avec 
celle de leurs projections. 

28. La deuxieme proposition se demontre en calculant le rapport 
des vitesses normales des traces des trois ondes, qui n'est autre que 
rinverse du rapport des perpendicu (aires abaissees du point origine 
sur ces droites. 

Soitn rindice de refraction vrai de I'onde plane r6fracteeKHH' {fig. 6), 
mesure par Tinverse de la distance OQ de ce plan au centre de la sur- 
face d'onde, et prenons pour section droite le plan OHH' normal a 
I'arete Oz passant par ce point; d'aprfes le theoreme des trois perpen- 
diculaires, il faudra, pour obtenir la distance OP du centre k la trace HH' 
d'un plan d'onde, abaisser une perpendiculaire OQ sur le plan, puis 
du pied Q de cette perpendiculaire en abaisser une autre QP sur la 
trace HH'; joignant P au centre 0, la longueur OP = V sera la distance 
cherchee. 

Dans le triangle rectangle PQO des trois perpendiculaires, Tangle 
est Evidemment egal k Tangle QKO que fait le plan d'onde avec Tarete 
qu'on designera par Q'. Soit 

OQ =/,= !, 



on aura 
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\'cosO' = p. 
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Pour les ondes incidente et emergente, on aura de meme 

V cos = I ; 



Fig. 6. 




mais la condition que ces trois ondes se coupent a un meme point de 
Tarete donne 



Z =-: 



sinQ sin 6' 



d'oii 



sin 6'= - sin0; 
n 



done 



m 



V COS0' cos6' n I i . ,^ 

V Dcosd cosO cosOV w* ' 



et finalement 

(35) 



m = sjn^-^r (/i'— - 1) tang*0. 



C. Q. F. D. 



Calcul de la deformation des images vues a tracers un prisme. 



29. Imaginons une ligne lumineuse de forme quelconque (recti- 
ligne, circulaire, elliptique) situ^e a Tinfini, mais sous-tendant un angle 
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tres-petit, vue d'un point de Tarete du prisme (*). On se propose de 
calculer Timage de cette ligne lumineuse, apres la refraction des rayons 
emanes d'elle, a travers un point de I'arete du prisme, c'est-a-dire le 
cone des rayons refractes (*). 

Ce cone des rayons refractes, aussi bien que celui des rayons inci- 
dents, etant suppose d'ouverlure tres-petite, pent se rapporter a une 
ligne moyenne ayant pour sommet le point de Tarete oil se fait la re- 
fraction. 

Soit e Tangle d'incidence de la projection de ce rayon moyen sur la 
section droite, et son inclinaison sur le plan (donnees evidemment 
correlatives de celles des ondes correspondantes); apres refraction, ce 
rayon fera le meme angle 5 avec la section droite, et sa projection aura 
pour angle d'emergence e' defini par les equations 

sine = m sinr, • 

sine' = msinr', 
r-+- r'= A, 

dans lesquelles r, r' representent les angles que fait la trace de Tonde re- 
fractee moyenne avec les faces du prisme. 

La direction de chaque generatrice du c6ne sera deBnie par Tinci- 
dence e4- Ae de la projection, et par son angle avec la section droite 
5 H- AS. On sait qu'apres refraction ce dernier angle conserve la meme 
valeur; il suffit done de calculer Tangle d'emergence e'-f- Ae' de la pro- 
jection. 

30. Cette relation entre Ae, Ae' et AS s'obtiendra evidemment en dif- 
ferentiant les formulas precedentcs, apres avoir elimin^ retr'. 



('] On realise tr^3-ais6incnt dans la pralique ces conditions, en plaganl au foyer principal 
d'un objectif un diaphragme perc6 d'une ouverture recliligne ou curviligne, ou mieux, une 
lame de vorre recouverte d'uno couche mince d'argent, sur laquello on trace ^ la pointe les 
lignes dont il est question ; on 6claire en arriere ^ I'aide d'une large source de lumidre. Ce 
sy8l6mc, compost d'une ligne lumineuso au foyer d*un objertif, se nomme coUiinateur, 

(') Si Ton revolt un pareil cone de rayons sur un objectif, on oblient au foyer principal 
rimage reelle de la ligne luraineuse r^fract^e. L'instrument design^ sous le nom de lunette 
astrononiiqut: est le dispositif pratique destin6 ^ de semblables observations; il est formd 
d'un objectif et d'un orulaire, c'esl-k-dire d'une loupe compos^e destinde k grossir Timage 
focale on question. 
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Gette elimination s'obtient en substituant leurs valeurs dans I'equa- 
tion evidente 

cos A = cos(r-+- r'). 
Apres avoir chasse les radicaux introduits par la substitution, il vient 

(36) m'sin'A = sin'e 4- sinV -4- a sine sine' cos A ; 

substituanl la valeur de m^ 

(37) [/I'-h (/i» — i)lang'0]sin*A = sin'e -\- sin*e'-4- 2 sine sine' cos A. 

Telle est Tequation qu'il faudrait difTerentier en considerant non-seule- 

ment e, e', 5, niais aussi n comme variable, car la vitesse ~ de Tonde 

plane refractee varie avec sa direction. 

La variation de n parait, au premier abord, necessiter la connais- 
sance de la surface de I'onde; mais, si I'oii se borne a des variations in- 
finiment petiles de tons les elements, il sufTit de connailre le point de 
contact de I'onde moyenne avec cette surface : on sait en effet, d'apres 
les principes de la Geometric infinitesimale, que toute variation infini- 
ment petite d'un plan equivaut a un pivotement autour du point de 
contact avec son cnveloppe. 

Done, pour exprimer dn, il suffit de determiner Tequation du plan 
de I'onde refractee, de calculer la distance a I'origine, et de difierentier 
cette valeur. 

31. Les axes des x et des y seront, comme precedemment, les 
bissectrices interieure et exterieure de la section droite; Taxe des z sera 
I'arete du prisme. 

On connait trois points de ce plan : 

i*^ Le point de I'arete oil se coupent les trois plans d'onde (le point K, 
fig. 5); ses coordonnees sont evidemment 

^ sinO 

si Ton veut compter 6 positif, de maniere que le rayon incident soit 
au-dessus de la section droite avant I'incidence; 

2*^ Le point d'intersection de la trace de I'onde incidente avec la trace 

33. 
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de la face d'entree (construction d'Huygens); ce point (point H,yfg. 5), 
distant de Torigine de ^ . — » a pour coordonnees 

A . A 

cos — sm — 

(38) x'= 5-^, f=: ^-i_, z' = o; 

^ ' cosfisine "^ cos^sme 

3** Le point analogue pour Tonde emergente (point ^\fig. 5) 

A . A 

cos — sin — 

(So) x"=-\ fl-A-;» r*'= fl-^--}> z''=o. 

^ ^' cosdsine' -^ cosdsine' 

L'equation du plan defini par ces trois points est, tout calcul fait, 

A A sin A 

(4o) sin— (sine— sineMar — cos— (sine-+-sine')r-f-lang6sinA.zH ;;=o. 

^ ^ ' 2 ' 2 ''^ ° cos 6 

II faut exprimer que ce plan est assujetti, dans ses deplacements in- 
finiment petits, a pivoter autour de son point de contact avec la surface 
de Tonde dont les coordonnees sont x^, y^^ Zq, 

Analytiquement, il suffit de differentier I'equation pr^cedente en 
considerant x = x^, y = jo» ^ = ^o comme des constantes 

, / . A A\ , ,/ . A A\ 

de\x^ sin ^, cos — J cose — de' 1^, sin h^»cos — ] 

(40 \ ^ ^ - > ^^^^ 

4- rf9(«« — sinO) — -Ti =o. 
^ 'cos»0 

11 est evident maintenant qu'on n'a pas besoin de faire d'autre calcul, 
et que c'est la I'equation cherchee, puisqu'elle definit une relation entre 
dQ, decide' (*). 



cose 



(' ) On peut verifier que I'^uation de Tonde r^fract^e a bien pour distance p k I'origine 
la valeur - ; on a, en effet, d'apr^s une formule bien connue, 



n 

sin^A 

, cos'O 

P = 



A A 

sin'— (sin^ — sine')* -f- cos*— (sine -h 8inff')*-f- sin*Atang*9 

R^diiisant, il vient 

I -5 -^- { -5 — I ) tang'O I sin* A = sin*<? -+- 8in*e'-+- asine sine' cos A, 
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Image (Tune droite lumineuse tres-petite. 

32. Le cas le plus interessant est celui ou le milieu E de la droite 
E,E, (supposee k Tinfini) [fig. 6) est dans le plan de la section droite 
(ou des xy)\ Tinclinaison du plan OEE| qui la contient et qui passe par 
le point d'incidence faisant avec I'arete du prisme un angle 9, compte 
dans un sens convenable (*), comme Tindique la figure. II est aise de 

expression qui coincide avec le resultat de I'i^limination de r el r' (37), si Ton suppose 

I 

- = /I. 

P 

Cette verification est en mdroe temps une demonstration analytique du deuxi^me th^o- 

r^me sur les rayons obliques k la section droite. 

II reste encore ^ montrer que, malgrd la difference de methode, on retombe, en faisant 
3 = o et = o, sur les Equations etudides dans la premiere Partie do ce M^moire : par 
exemple, la valour de n devient 

/I'sin'A = sin'r -\- sin'c'-H 2 sine sine' cos A, 

laquelle provenait de la reduction de r^quation 

A A 

/I* sin'A = sin* — (sine — sine')' -h cos*— (sine -i- sine') ; 

changeant les sommes de sinus en produits, 

n} sm* A = 4 sm' — cos* sm' h cos' — cos sm* 

22 2 22 2 

Rappelant que e -+- e' = A -4- D, on retrouve la valeur 

/i^= ^'sin* h v'cos* 



(') Ge qu'il y a do plus commode, c'est do considerer un observateur dont I'cBil serait 
place au niveau de la section droite, en arriere de la lumiere, et regardant dans le sens de 
la propagation du rayon incident. On comptera ^ de maniere qu'au-dessus du plan de la 
section droite [z positifs) c^et angle croisse dans le sens positif (sens du mouvement des 
aiguilles d'une montre). Quant au rayon emergent, on garde la mdme convention : Tobser- 
vateur regarde toujours dans le sens de la propagation de la lumiere et definit ainsi le sens 
positif de 0'. 

Si Ton trouvait plus commode de supposer que Tobservateur receive les rayons, c'est- 
^-dirQ regarde en sens inverse de la propagation, il suffirait de changer le s1gne de 0. Mais 
ce qu*il est important de conserver pour eviter les erreurs, c*est la convention du sens de 
la propagation de la lumiere pour les deux rayons. 
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de 



voir que tangy = ~^; en effet, si i'on eleve dans le plan de la section 

(Iroile la perpendiculaire OM, a la face d'entree aOM, I'angle EOMi =e 
(le signe -h correspond au sens de la tleche, c'est-a-dire de la nor- 
male OM, a la face OM), la projection S de rextremite E, de la ligne 
lumineuse defmit Tangle SOE = de : quant h d$, il est egal a E|OS. 

Fig. 7. 



s\ 




E 



L'image emergente sera definie de la meme maniere; il y aura une 
serie de rayons refractes qui, supposes prolonges en arriere, feront, 
avec la section droite et du meme cote que les rayons correspondants, 
des angles egaux; on aura de meme pour Tinclinaison 9' 



langcp'- 



de 



f Le signe — proviont de ce que, pour le rayon emergent prolonge, la 
variation de e' est inverse de celle de e, tandis que celle de 6 reste de 
meme signe.) 

Substituant les valeurs de ces derivees dans I'equation differen- 
tiee ( 4 1 ) » apres y avoir fait 5 = o. 



(4^) 



i cose I ^.sin J, cos— 1 tang(p 

) // . A A\ 

f -h cose ( ^«sm h J, cos — ] iang9'-h -?«smA = 0. 
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33. Cetle formule ( * ) permet de prevoir que V image vue a trailers un 
prisme de la ligne lumineuse d'un collimateur, regime parallelement a 
Varitej apparatt inclinde lorsque Vonde refractee interieure louche sa sur- 
face d'onde en dehors duplan d' incidence. 

En effet, si Ton suppose 9 = o, la valeur correspondante 9'^ sera 

, 2« sinA 

(43) tang9.= -^ ^ ^^- 

X9 Sin — h n cos — 

Pour que Timage refractee paraisse verticale, il faut lui donner I'incli- 
naison cpo 

,. z« sin A 

(44) tan69. = ~-^ -^ ^^- 

.r, sm ncos — 

2 2 

Comme on le voil, les valeurs tang^o ^t tang(po sont proportionnelles 
a Zo, c'est-a-dire a la distance du point de contact de ia surface d'onde 
avec le plan de la section droite qui est ici le plan d*incidence. Ces an- 
gles 9o« ?'o ^^^^ Aono, les caracteristiques de la deviation du rayon par 
rapport ^ la section droite. 

34. Ce pbenomene optique est tres-important, car il perinet de de- 
duire de Tobservation de 90 et de tf^ deux nouvelles equations entre 
les troiscoordonneesa?o,7o» ^o du point de contact de Tonde refractee 
avec la surface d'onde. 

Pour determiner les valeurs de <po e^ ?o» ^^ ^^ servira soit de Tobser- 
vation directe (ce qui est tres-facile pour y'^,), soit de Tobservation de 
certaines valeurs particulieres, substitutes dans Tequation f42)» mise 
sous la forme 

(45) lang9 col^o -+- lang^'coi^, := i. 

En particulier, les valeurs de y ~ =b 45^ "^ — i ^^^^ tres-commodes (^) ; 



( * ) Foir ^ la fin de la seconde Partie ( Note du n° 32 ) unc d<^monslration enli^reraent g6oni^ 
trique de celte formule. 

(*) En pratique, on determine ais^ment les Irois valours (j*',, 5)_,, y^,, en substituant a la 
fente du collimateur une lame de verrc argent^e, sur laquelle on a lrac6 k I'aide d'une ma- 
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d^signant par (p\ , ^L, les valeurs correspondantes de (p\ on a 

(46) C0I9. H- lang^', col^p'o = i , — cot 9, -+- lang9'_, cot 9', = i , 

d'oii 

, , tang©', -+- tango' , tango', — tang©^, 

(47) iang9. = — -— ^I,? — , ^ , > lang9', = — ^^ 5Z=^. 

lang9, — tang9_, "^^^ 2 

On pourrait aussi choisir pour 9 des couples de valeurs rectangu- 
laires, ou d'autres couples satisfaisant a d*autres relations; mais il est 
inutile d'insister sur ces determinations qui n'offrent aucune diffi- 
culte 0). 

Determination complete d'un rayon refracti. 

35. La consideration de Timage d'une ligne droite lumineuse tres- 
petite, situee a rinfini, et dont le point milieu est dans le plan de la 



chine a diviser un quadrillage carr^ de 2 millimetres environ de c6t^ : les c6t^ du carr6 per- 

mettent de mesurer ^\^ les diagonales Bctives 7., et 7^,. On a ainsi une donn^ de trop qui 

peut servir de verification. 

(*) L*^uation (45), jointe k la condition d^uite de la premiere proposition relative aux 

rayons obliques sur le plan de la section droite, r^uit k une transformation de coordonn^ 

des plus simples le calcul de Timage d*une ligne lumineuse. (On a surtout en vue le cas 

experimental de la ligne lumineuse plac^e au plan focal d'un collimateur et observ^e k tra- 

vers un prisme au plan focal d'une lunette. ) En prenant dans ces deux plans des axes de 

coordonn6es rectangulaires, la trace de la section droite comme abscisse et une parall^Ie & 

Far^te du prisme comme ordonn6o, les points de la ligne (or, z) et de son image [x\ z') se 

correspondent deux k deux. On a d'abord z = z'. De plus, les directions 7, 7', telles que 

X • x' 

lang^ = -1 taRg<p'= -yj 6tant li^es par la relation (45), on en d^duit 
z z 

X cot«f, -+- x' coty', = z 

comme seconde Equation de transformation ; d'ou 

X = (z' — X cot<p',) tang (p.. 

ExEMPLE. — Quelle est i'image d'un cercle x* h-/* = R« ? 
Substituant les formules de changement de variable, 

(z' — x' coty'.)' H- z" cot*(p, = R» cot>;, 

z''(i H- cot^tpo) ^-^"cot'<p'o - ax'z'coty; = R^cot'y,, 

equation d'une ellipse. 
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section droite, permet de resoudre le probleme de la determination 
complete du rayon qui correspond h Tonde r^fractee interieurement au 
prisme et parallele a I'arete. 

JBn efTet, il suffit de connaitre : 

i^ La trace de ce plan d'onde sur la section droite du prisme, laquelle 
est definie par Tindice de refraction de I'onde qu'on deduit de Tinci- 
dence etde I'emergence; 

2** Les coordonnees a?©, 7o» ^o du point de contact de cette onde avec 
son enveloppe ou surface d'onde. 

L'equation (4o) represente le plan de I'onde refractee; en y faisant 
5 = 0, elle devient 

A A 

(48) sin— (sine — sine') j; — cos— (sine-+- sine')j-+- sinA = o, 

ou» par une transformation facile, 

e -h e' . e -\- e' 
, cos sm 

(49) sm— ^j -J— X — cos —^ a"-^ "*" ' ~ °' 

cos — sin — 

2 2 

substituant les valeurs de /x et v, 

e ~~~' e' e — e' 

(50) — j;/x sin h jvcos = 1. 

La direction que la normale a I'onde fait avec I'axe des x est 

V e — e' 



tang(x = col 

/jt 2 

L'indice de refraction se deduirait de la distance de ce plan a I'origine; 
la formule a laquelle on arriverait ne serait pas calculable par loga- 
rithmes : si Ton cherchait a la rendre calculable, les variables auxi- 
liaires les plus simples seraient r et r\ et Ton retomberait sur les equa- 
tions du n^ 13 

,;- X sin(e-+- e')sin(e — e') sin(e — e') 

sm(rH- r')sm(r — r') ^ sin(r— r') 

AnnaUi de Vtcole Normale, a" Sirie. Tome I. 34 
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avec 

r — r' a e — e' 
lang = ^ tang » 

2 V 2 

car 

TT r — r' 

- H = «. 

2 2 

Les coordonnees Xq* Jo du point de contact doivent satisfaire a Te- 
quation (5o); en y adjoignant les equations (43) et (44 )» on a le 
systeme 

^ousin nvcos = — <> 

2 "^ 2 

, *, V , . A A sin A , 

(52) / x^sm h ncos— = — Zo ; cot9-, 

^ 2 -^ 2 cose' ^* 

.A A sin A 

jToSin ncos— = — Zo C0I90. 

2 "^ 2 cose ^ 

Les coordonnees o^^f jo» ^0 du point de contact sont done determi- 
nees par trois equations lineaires k coefficients t res-simples. 

On pourra done, etant donne un prisme, determiner autant de points 
qu'on le voudra du cylindre circonscrit k la surface d'onde dont les ge- 
neratrices sont paralleles a Tarete du prisme. Pour chaque incidence, 
on calculera les coordonnees x^.y^ d'un point de la ligne d'onde, base 
du cylindre et la tangente en ce point, et la hauteur Zq du point de 
contact de la generatrice, a: = a7o. j=7o» ^vec la surface d'onde. En 
resume, on definit par points la courbede contact de ces deux surfaces. 

36. II est facile de montrer maintenant que le problems suivant est 
completement resolu. 

lEtant donne un milieu transparent quelconque, on demande de deter-- 
miner les elements gdometriques du rayon lumineux correspondant d une 
onde plane se propageant dans ce milieu parallelement a un plan donnd; 
ceplan dtant rapporte aux directions caracteristiques de la constitution du 
milieu. 

II suffira de tailler dans cette substance un prisme dont Tarete soit 
parallele au plan de I'onde demandee, et d'observer la refraction d'une 
serie de rayons paralleles k la section droite du prisme, en utilisant, 
comme on Ta vu plus haut, les rayons legerement inclines sur cette 
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section; dans les circonstances ordinaircs que presentent les milieux 
cristallises naturels ou artificiels, on est assure de rencontrer I'onde 
plane demandee parmi les ondes refractees paralleles a I'arete, en pre- 
nant le plan de cette onde comme plan bissecteur interieur des faces 
du prisme. A part le parallelisme de Tarete et de I'onde donnee qui 
doit etre rigoureux, toutes les conditions de construction du prisme 
comportent beaucoup d'arbitraire; il n'est pas besoin d'insister sur la 
necessite d'un examen preliminaire de la substance pour choisir les con- 
ditions les plus avantageuses a la precision des niesures. 

Simplification dans le cas du minimum de d6\^iation. 

37. II est evident que, si le rayon moyen du faisceau considere sup- 
pose parallele a la section droite est au minimum de deviation, les 
rayons infiniment voisins y seront aussi. Cette consideration suppose 
rfD = 0, rfe -4- cfe'= o. 

L'equation (5o), dans laquelle on subslitue a? = a:^,, yzzzy^. 



. e — e' e — e' 
— x^iL sin h jov cos — I 



> 



donne, par difTerentiation (o^o, Jo* i^» v etant constants), 

(xa|x cos hj.vsin — - — J [de— de') = o, 

d'oii Ton tire 

(53) sii z= — i- col 

Les coordonnees x^, jo du point de contact de la trace de Tonde plane 
avec la ligne d*onde s'expriment alors tres*simplement 

,^,, I , e — e' I e — e' 

(54) X. = sm > n = -*--cos • 

La relation (42) en 9 et y' devient, par la substitution de a'o»7o» 



,t,t,. . , Sin(e-*-e') 

(55) lang? - tang^' - z, ^^^^^^J = o, 



34 
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oxprcssion extremement simple, qui permet de calculer directement, 
lors dii minimum de deviation, la coordonnee Zq, c*est-k-dire la distance 
du point de contact de Tonde plane refractee avec la section droite prise 
comnio plan d*incidence. 

Dans le cas oil la ligne lumineuse est parallele a Tarete f = o, 

, sin(e-he') 

lang9^= — iJ. — ^ 7; 

°^ cose cose' 

la valeur 9 est cvidemment egale et de signe contraire. 

Rapproohant cette equation des deux valeurs (54) de Xo et/o« on 
Yoit combien la condition de minimum de deviation simplifie le calcul 
de la dolormination complete d*un rayon refracte. 

Toutofois il est juste d'ajouter qu'au point de vue experimental le 
minimum de deviation a Tinconvenient de definir avec moins de pre* 
cision rincidence; maiscet inconvenient, qui necessite des mesures re- 
potees et soigneos, est loin de compenser les avantages de la simplicite 
du calcuL 



>—* 
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C%BNKRALIJUIT10N W? TaBOftEHB RBLATIF A L ELUPSE SUBSnTTKB A LA UG5B d'oXDB: 

ELUP^IDC Sl'BSTTTVB A LA SURFACE D*05DE. 



37. On a vu, dans le cas de la refraction des codes planes paralleles 
^ Tart^to du prisnie* que la trace de PoDde refractee est tangente a une 
ceriaino ellipse dont les axes ne dependenl que de It devialion et de 
Tangle du prisme. Dans le cas general de Tonde plane refractee quel- 
oonqmN uno generalisation se presonte im media tement a Tesprit; son 
«^nonoo« qu'on provoit sans peine, est le suivant : 

Foutr onJr /Jttne rr/h9Ciit /hmt an prisme donne A esi iangenie a un 
f^/%$%^iit <t trxHs tixrs awMnl pour s^iions cimiiairts ks inieneciions de 
U\ sfktrc Jr m\x>n = 1 Jt>mt %fuM point de Farfie du pntme comme centre 
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avec les/aces. Les axes extremes sont 



A . A 

cos — sin — 

1 2 1 2 

a"" A-+-D' T" . A4-D' 

^ cos sin 



et ne dependent que de la delation de la projection des rayons incident 
et Emergent ( * ), et de V angle duprisme. 

La demonstration est la suivante : 

L'equation du plan de I'onde r^fractee est de la forme 

I 

:rcosa-+-^cosp-f- zcosy = p = -; 

elle doit coincider avec Tequation (4o) 

A A sin \ 

xsin — sine — sine' — r cos — (sine -h sine')-i- 2 tang 9 sin A = / ? 

d'oii Toaconclut, par identification, 





ncosa 


. A 

sm — 
2 

"~ sin A 


(sine — 


sine')cos9 = — fxsin — 


— e' 

— cose, 

2 




ncos^ 


A 

cos— 

2 

~ sinA 


(sine-f- 




-e' 




biiie ) cuav — -T- y i/U9 


2 




ncosy 


= sin9; 








eliminant e — 


e' et 5 par 


addition, apres avoir eleve au 


carr^, 






— COS*« H 


COS' S 

— --^ -f-n*cos'y I - 




ou 
















I 

n* 


COS* a 


COS'S cos'y 





(' ) U est boo de ne pas oublier que les rayons incident et Emergent r^els font des angles 
^ux de part et d'autre du plan de la section droite, et que leur bissectriee coVncide avec 
la bissectriee de leur projection sur ce plan. 



/ 
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(1*011 il resulte que le plan donnc est tangent a Tellipsoide ayant pour 



axoH -» - et r. 



NOTE DU N« 32. 



On pom (lonnor une demonstration geom6trique assez simple de la relation 
ontro U'H angles 9 et 9' en procedant de la maniere suivante : 

Soit HH' (/g. H) la trace du plan de Tonde refractee parallele a I'ardte du 
prisme; rabattons ce plan d'onde sur le plan de la section droite en le faisant 

Fig. 8. 



"J^^ 




tounier autour de HH' : les droites communes au\ faces du prisme et aux 
ondes incidentes ei immergentes seront representees par des perpendicu- 
laires AJl,, A\ll\f le point de contact de Tonde refractee avec sa surface 
d\>ude sera en rt» distant de la projection Ri de la longueur 2^. Tout deplace- 
uumU intinimeut petit du plan d*onde refractee correspondant a un pivotement 
autour du point de contact n equivaudra a une rotation autour d'une droite quel- 
couque A,r,A\: d*ou il suit que les deplacements correspondants des ondes 
incideiite et immergente equivaudront eu\-mdmes a une rotation inBniment 
petite autour d\me droite facile a definir : ce seront i/ig.S) les droites CH„ 
1711\» joignant respectivement les points de contact CC de ces ondes planes 
avec la sphere du ravon 1 et le point Ai ou A\; car> comme on I'a ra plus haut. 
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lout deplacement inOnimenl petit d'un plan tangent a la sphere equivaut a un 
pivotement autour du point de contact C . 

Fig. 9. 




L'expression des angles 9 et 9' se determine ais^ment en fonction des don- 
nees de la flgure. 

En effet, les ondes 6tant paralleles a TarSte, le plan CHiOH'.C est evidem- 
ment une section droite du prisme (0 etanl le centre de la sphere R = i). 

Les droites GC, OC' font les rayons incident et Emergent. Les plans infini- 
ment pcu incline sur les ondes correspondantes et tournant autour des 
droites CA„ C'A', sont les ondes de rayons inOniment peu inclines sur les 
rayons OC, OC, et situes respecti vement dans un mSme plan dont les droites C A, , 
C'h\, sont les normales. Ce sont done les plans qui contiennent les rayons 
incidents venant de ces droites inflniment petites situees a Tinfini; il est evi- 
dent alors que les angles 9 et 9'^ d^Onis plus haut comme Tinclinaison de ces 
plans avec TarSte du prisme, sont egaux en valeur absolue a AiCH. et A',C'H',; 
mais si Ton rappelle les conventions relatives au slgne de 0, on doit mettre le 
signe a A'jC'H, et ecrire 

H, A, = CHi tang9 = cote tang9, 

H',A'. = — C'H', tang9' = — cote' tang9'. 

Revenons a \2ijig.8 et exprimons geom^triquement que les trois points A,, 
n, h\ sont en ligne droite : on obtient aisement deux triangles semblables qui 
donnent, en posant H,R, = (v, H',R, = tv', R,r, = z„ 

cv' _ Zn — ff, h\ __ z» H- cote' tang 9' 
IV H|A', — Za~" cotetang9 — Zo 

II reste a exprimer (v et a/ en fonction des angles r, r' et des coordonnees 
^# = OQ, jTt = QR du point R rapporte aux axes Ox, 0/. 
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Projetant le contour OQRHO sur une perpendiculaire a OH, il vient en comp- 
tant iv en valeur absolue, sans avoir egard aux signes 

A , .A 
iv sinr= r, cos h a:, sm — : 

de mSme le contour OQRH'O projete sur une perpendiculaire a OH' donne 

tv' sin r' = r. cos— —a:, sin — > 

d'oii l*on lire le rapport — • Apres substitution de -: — -, = -; — ;♦ 

'^'^ (V *^ sine' smr' 

A . A 

/ . . ^ . / . T» cos x^ sin — 

iv' __ J5, -hcote'tang9' sine "^ 1 3 



(V cote tango — z, sine' A . A 

^ r. cos ho:, sm — 

"^2 2 



d*oii Ton tire 



^•| sine' (j.cos |-a:«sin — ] -h sine(/,cos ar.sin — J I 

/A . A\ , ,f k . A\ 

— tang 9 cose (j^, cos j:|Sin— j -h tangf'cose'fj.cos — f-ar,sin — j = o. 



Le coefficient de z^ est evidemment egal k 

, . / . . . , sine sine' ,. 

iv' sin r sine -♦- iv sin r sine's::. (w-f-cv'); 

n 

mais, dans le triangle HH'O, la relation entre les c6t6s cv-f-cv', -: — > -: — 7 

° sine sine' 

et le sinus des angles opposes 1: — A, r, r' donne 

ttz-f-o/ I I , sin A /I sin A 

sin A sine sin r sine'sinr' sinesinr' sine sine' 

Le coefficient de z^ se reduit done a sin A. 
Apres substitution, il vient 

/ A . A\ 

tang<pcosel/«cos a:, sin r- J 

— tangf' cose' f j, cos -. — h x, sin — j — jj, sin A = o, 
formule qui coincide avec T^quation (42). 
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LES SURFACES CYCLIDES, 

Par M. DARBOUX, 

ANCIEN ^L^VB DE L'^COLE NORMALS. 



Dans un travail anterieur ( * ), j*ai ^tudie la classification, les sections 
planes et spheriques des surfaces du quatrieme ordre ayant le cercle 
de rinfini pour ligne double, et des surfaces du troisieme ordre qui 
contiennent ce cercle. Ges surfaces comprennent, comme cas tr^s-parti- 
culier, la cyclide de M. Dupin, et elles font partie d'une classe plus ge« 
nerale de surfaces nommees anaUagmatiques par M. Moutard. J'ai pro- 
pose de reserver a ces surfaces le nom de cyclides, pour rappeler leur 
analogic avec la cyclide de M. Dupin (que j'appelle cyclide k quatre 
points doubles) et pour les distinguer des autres surfaces anaUagma- 
tiques d'ordre quelconque. J'adopterai ici cette nouvelle denomina- 
tion. Le present travail est consacre au d^veloppement d'une serie de 
propositions qui etablissent la plus grande analogic entre la theorie 
des cyclides et celle des quadriques. Dans un Memoire suivant, j'expli- 
querai cette analogic en indiquant les proprietes principales d'un 
nouveau systeme de coordonnee^qui parait tres-important pour I'etude 
de certaines proprietes de I'espace; mais, dans le travail actuel, je 
n'emploierai que le systeme des coordonnees rectangulaires, dont on 
fait usage en Geometric analytique. M. Moutard a demontre le premier 
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qu'etant donnee une cyclide, les spheres doublement tangentes k cette 
surface se divisent en cinq series; les centres des spheres de chaque 
serie sont situes sur une quadrique; les spheres coupent toutes a angle 
droit une sphere qui est la meme pour chaque serie. La cyclide pent 
done etre consideree, et de cinq maniferes differentes, comme I'enve- 
loppe d'une serie de spheres ayant leurs centres sur une surface du se- 
cond degre Q,-, et coupant k angle droit une sphere S|-. On a en tout cinq 
quadriques Qi, auxquelles correspondent cinq spheres S|-. Les cinq qua- 
driques sont homofocales; les cinq spheres S/ sont orthogonales deux a 
deux. M. Laguerre a d*ailleurs donne des proprietes elegantes de ce 
systeme remarquable de dix surfaces. 

Je me propose d'ajouter aux proprietes deja connues d'autres propo- 
sitions nouvelles, relatives surtout aux normales des cyclides. Ces pro- 
positions me paraissent meriter d'etre developpees; on connait, en 
effet, peu de theoremes sur les surfaces de degre superieur; il n'est 
done pas sans interet de donner des proprietes d*une classe de surfaces 
qui donnentf par une transformation homographique^ toutes les surfaces 
du tromeme ordre et les surfaces du quatrieme ordre a conique double^ 
et de generaliser, pour ces surfaces, des theoremes importants dans la 
theorie des surfaces du second degr6. 



L 

On sait que, si Ton prend, sur chaque normale d'une quadrique, les 
trois points oil elle coupe les plans principaux et le pied de la normale, 
ces quatre points d^terminent sur chaque normale une division sem- 
blable a une division fixe. Les rapports de leurs distances mutuelles de- 
meurent invariables; en d'autres termes, ies quatre points oil la normale 
rencontre les plans principaux *et le p4an de I'infini, le pied de la nor- 
male, determinent sur chaque normale une division homographique a 
une division fixe. On sait enfin qu'un sixieme point, pris sur la normale 
et assujetti a former avec trois quelconques des cinq points precedents 
un rapport anharmonique constant, decrit une surface du second degre 
ayant les memes plans de symetrie que la premiere, et dont le role est 
important dans la recherche des normales menees par un point a la 
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quadrique. La proposition precedente s'etend aux cyclidesi comme nous 
allons le demontrer. 
Soit 

'equation reduite d'une cyclide que, pour plus de simplicite, nous sup- 
posons etre du quatrieme ordre. 
Soit 

'equation d'une sphere. Si nous exprimons qu'elle est doublement tan-* 
gente a la cyclide, nous trouverons les equations 



Ca 



4, * = *-Sl^ 



V 



X sera determine par Tequation du cinquieme degre (3). Le centre de 
a sphere decrira la quadrique representee par Tequation (5); enfin 
'equation (4) determine $ en fonction des coordonnees du centre, et 
par consequent I'equation de la sphere doublement tangente pent s'e- 
crire 

(6) X' -hj* 4-2' — 2«^ — 2(3j— 2yZ — aX— 2% ^ zir o. 

On Yoit que cette equation contient au premier degre les variables a, 
|3, y, et par consequent elle represente une suite de spheres orthogo- 
nales a une sphere fixe. En eflet, la puissance par rapport k la sphere 
precedente du point dont les coordonnees sont 

C C C" 

(7) ^=x^rA' ^=3rrs7' '^T^TK" 

est coDsUnte et ^gale a 



(^) (A- X)' '^ {M-iy "^ (A*- X)' ~^^' 



35. 
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Done toutes les spheres d'une meme serie correspondant k una m^rne 
yaleur de X sont orthogoDales a la sphere fixe, dont Tequation est 

« 

, , , 2Cx iCr aC'z . 

(9) ^' ^- r' H- ^' -+- j^n -^ A^ "^ \^^^^ -+- aX = o. 

Eq remplagaot, dans cette equation, X par les cinq racines de Tequa- 
tion (3), on oblient cinq equations remarquables representant cinq 
spheres orthogonales. On pent meme, si Ton veut, exprimer D, C, C, C 
en fonction de ces racines, et ecrire ainsi un systeme d'equations gene- 
rales representant cinq spheres orthogonales. Nousindiquerons des pro- 
cedes plus simples pour obtenir le meme resultat. 

Quand la sphere variablel1(6) se deplace, son enveloppe est la cyclide, 
et en prenant pour X successivement les cinq racinps de Tequation (3), 
nous aurons les cinq series de spheres doublement tangentes indiquees 
par M. Moutard. 

Le centre (a, /3, y) de la sphere est d'ailleurs lie aux coordonnees 
{x, y, z) du point de contact par les formules suivantes, dont la re- 
cherche n'offre aucune difficulte, 



a;(X~A) — C 
a — - 2 



i\ — x^ — ^' — 2* 

^ * ^^ ^k — x^ — y^ — z^ 

^ z=z7, .- : 

^ ' 2A — X^ — y^ — z^ 

d'ou Ton deduit, en posant, pour abreger, x^ -1- j* 4- s^ :::=: R*, 

g(2X — R')4-2C 

^"^ 2(X-A) ' 

, , ' P(2X~R»)-h2C' 

y(2X-R^)-l-2 r 
^^- 2(X-A") 

La forme meme des equations (10), qui sont du premier degre en X, 
nous indique le theoreme que nous nous proposions de demontrer. Si, 
dans ces formules, laissant invariables a?, y, z^ nous donnons a X les 
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cinq valeurs> racines de Tequation du cinquieme degre (3), nous obte- 
nons les centres des cinq spheres douElement tangentes a la surface, 
dont un des points de contact avec la cyclide est le point (^^y^ z). Ainsi, 
en donnant a X les six valeurs 

00 , A|, Aj, A3, A4, As, 

X; designant une racine de Tequation (3), on obtient le point a?, j, z, 
et les cinq centres des spheres situees sur la normale a la cyclide au 
point X, y, z (centres qui sont sur les surfaces Q,). Le rapport anhar- 
monique de quatre quelconques de ces six points est constant et egal 
au rapport anharmonique des valeurs correspondantes du parametre. 
On pent done enoncer le theoreme suivant : 

Th^oreme I. — Si Von considered sur une normale a la cyclide, lepied 
de cette normale et les cinq points oil elle coupe les cinq quadriques Q,-, 
le rapport anharmonique de quatre quelconques de ces six points est con- 
stant. 

Chaque normale coupe une des quadriques Q/ en deux points; il est 
a remarquer que nous prenons celui de ces points qui est le centre de 
la sphere doublement tangente a la cyclide au pied de la normale. 

Les formules (10) conduisent meme a un autre resultat : c'est que 
les distances des six points considerds dans la proposition prdcedente con- 
servent elles-mSmes un rapport invariable toutes lesfois que le piedde la 
normale sur la cyclide se deplace^ en restant a une distance invariable 
du centre des cinq surfaces Q,-. 

On concluraitfacilementde cette remarque que les seules suffaces du 
second degre inscrites a la cyclide sont celles pour lesquelles la courbe de 
contact avec la cyclide est sur une sphere concentrique aux surfaces Q/. 

II. 

Nous sommes naturellement conduit k nous proposer la question 
suivante : 

Trouverle lieu du poinl qui, sur chaque normale, forme, avec les 
six points consideres, une division homographique a une division fixe, 
c'est-a-dire donne lieu, pris avec trois quelconques d'entre eux, a un 
rapport anharmonique constant. 
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II est clair que le point dont nous nous proposons de trouver le lieu 
se deduit des formules (10), en donnant a X une valeur quelconque, 
mais consiante, quels que soient a?» j, z. II faudra, pour trouver I'^qua- 
tiondulieu» eliminerar,y, 2 entre les equations (10) ou (11) elTequa- 
tion (i) de la cyclide. On trouve ainsi 

et Tequation de la cyclide devient 

(.3) (r._.xj.(.-,-^5^)-4(d-.-x.-5;--C-1-^)=.o. 

II faut eliminer R* = x^ -hy^ -1- z^ entre ces deux equations. Nous po- 
sons, pour abr^ger, 

nos equations deviennent alors 

(i5) 2X-R' = 2y^, 

. ,. ^/L L'U-LV ,, dL 

et, par suite, Tequation du lieu cherche est 

(17) (L'U-LV)»-4P»LU = o. 

Si Ton remarque que U et V sont des fonctions du second degre, que P 
est du premier degre, on voit que le lieu cherche est une surface du qua- 
trieme ordre ayant pour ligne double la conique definie par les equations 

P^O, L'U-LVrrrrO, 

ce qui conduit a la proposition suivante : 
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Th^oremb II. — Si surchaque normale h la cyclide on prend le point 
qui^ avec les centres des cinq spheres doublement tangentes a la surface et 
avec le pied de la normale, forme une division homographique a une di- 
vision fixe ^ le lieu de ce point est une surface du quatrieme ordre a conique 
double, ceite conique itant situee a distance ^nie . 

Les resultats precedents donnent lieu k plusieurs remarques. 
D'abordy toutes les fois que X annule L, la surface du quatrieme ordre 
se reduit a deux eurfaces du second ordre confondues 

ce qui est d'accord avec les resultats precedents. Dans tout autre cas la 
surface est indecomposable. 

En second lieu, la cyclidci que nous appellerons G, et la surface ac- 
tuelle, que nous d^signerons par M» se correspondent point par point. 
On deduit, en effet, en remplagantdans lesformules (ii) 2X — R^ parsa 
valeur deduite de (16) et (17), 

C _ g aPL 

^^A-X~A-X LV-L'U* 

( R\ J C _ (3 2 PL 

C" y 2 PL 

z 



A"-X""A"-X LV-L'U 



Ainsi» a tout point de la surface M correspond un seul point de la cy- 
clide C. II faut cependant faire une exception pour le cas ou L est nul; 
alors la surface M se reduit a deux surfaces du second degre confon- 
dues, et a tout point de cette surface double correspondent deux points 
de la cyclide. On a en effet, dans tous les cas, 

et, d'apres I'equation (16), en tirant de cette equation \/ |j> on trouve 

(19) 2X — R» = — 2P ±: v/PmHTV; 
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on d^duic de Ik les formules 

qui donnent les deux points de la cyclide correspondant au point de la 
quadrique Q, h laquelle se r^duit la surface M. 

Les formules (i8), qui font correspondre un point de la cyclide a un 
point de la surface M, soufirent une deuxi^me exception, qui se rap- 
porte a toule surface M, et a des points particuliers de cette surface, 
les points de la conique double. On a, en eflet, pour ces points, 

P=o, LV-L'U = o; 
on doit avoir recours aux formules 



2X 

C 



-«■=== \/r 



X=ri 



- -f- - 



x-a"~x-aVu' 

(21) r- 

■~X-A'~X-A' V U 

""/-A''""X-A"V U' 

qui montrent, comme cela doit etre, qu'k tout point de ia conique 
double de la surface M correspondent deux points sur la cyclide; mais 
les points de la cyclide correspondant a tons les points de la courbe 
double ferment une courbe remarquable que nous allons etudier. 

III. 

Pour trouver sur la cyclide C le lieu des points qui correspondent 

aux points de la conique double de M, il suffira de remplacer a, /3, 7, 

dans Tequation 

P=o, 
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par leurs valeurs en fonction de x^y, z. On obtient ainsi T^quation 

La courbe cherchee est a Tintersection de la cyclide et de la sphere re- 
presentee par Tequation precedente. Ce premier resultat est dejk re- 
marquable; mais, si Ton tient compte des formules (^i)* on voit qu'k 
tout point de la conique double de M correspondent sur la sphere (22) 
deux points diamdtralement opposes. Done la section de la cyclide par 
cette sphere, qui est necessairement une courbe du quatrieme ordre, 
est ici une conique spherique; on a le theor^me suivant : 

Th^or^me III. — Ilexiste, sur toute cyclide , une serie de coniques sphd- 
riques. Ces lignes sont celles qui correspondent sur les surfaces Mt dejd dd- 
finieSf aux coniques doubles de ces surfaces. 

Nous verrons d'ailleurs qu'il n'existe pas d'autre serie de coniques 
spheriques sur la cyclide. Etudions leur disposition et leurs proprietes. 

L'equation (21) est du seplieme degre en X : il passe done sept spheres 
et, par consequent^ sept coniques spheriques par tout point de la cyclide. 

Le centre de la sphere qui contient la conique est defini par les 

formules 

_ C _ C^ _ C 

"^-jTrs:' ^-x-A'' ^-x^ta^' 

si Ton compare ces formules aux equations (7), on voit qu'elles sont 
semblables; done : 

Theoreme IV. — Le lieu des centres des spheres coupant la cyclide 
suivant une conique spherique est une cubique gauche [dont on obtient 
tous les points en faisantvarier\ dans les formules [21)^ qui contient les 
centres des cinq sphires orthogonales S/, et les sommets du tetraedre con- 
jugud commun aux cinq surfaces Q/. 

Cette cubique gauche est d*une importance reelle dans la theorie des 
cyclides; mais auparavant nous ferons une remarque servant de veri- 
fication aux calculs qui precedent. 

Quand la sphere (22) a meme centre que Tune des spheres S/, on re- 
marque que le carre du rayon est egal et de signe contraire au carre du 
rayon de S/. G'est un resultat qu'il est facile d'expliquer; nous savons 
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que les points de la cyclide situes sur les droites, passant par le centre 
de S/, se groupent par couples A, A'; B, B^ tels que 

OAOA'r-R/; 

si done on coupe la cyclide par la sphere de rayon R|\/— i , on aura 

OA = -OA' = R.V^; 

les points A, A' seront diametraleinent opposes, et la section sera une 
conique spherique. 

RevenoDS a la cuhique gauche et aux coniques spheriques, et cher- 
cbons si, parmi elles, il en est qui se decomposent en deux grands 
cercles de la sphere (22). Dans ce cas, cette sphere sera necessairement 
tangente a la cyclide aux deux extremites d'un diam^tre A, A', et, par 
suite, la droite AA' ira passer par ud des cinq pdles, par exemple, 
centre de S|, et, comme cette droite est perpendiculaire au plan tan- 
gent, on voit qu'on aura les centres des spheres cherchees en abaissant 
du centre de Tune des cinq spheres S|- des normales sur la quadrique 
correspondante Q/. 11 y aura done en tout 6.5 = 3o spheres coupant 
la cyclide suivant deux grands cercles, et ces deux grands cercles se 
couperont suivant une droite AA', qui sera riormale double de la cy- 
clide. On peut done enoncer la proposition suivante : 

TheorIsme IV. — Toute cyclide a 3o normales doubles qiCon ohtient 
en abaissant de chacun des centres des spheres S,- des normales sur la sur- 
face correspondante Q,. 

Les pieds de ces normales [sur les surfaces Q,) appartiennent a la cu- 
hique gauchcy lieu des centres des spheres coupant suivant des coniques 
spheriques. 

Cette proposition nous conduit ^ enoncer la suivante, relative exclu- 
sivement aux surfaces du second degre, qu'on d6duit sans peine des 
resultats precedents et sur la demonstration de laquelle nous n'insiste- 
rons pas. 

Theori^me V. — Si d'un point on mene des normales a une quadrique^ 
les pieds des six normales sont sur une cubique gauche passant par le 
point A, par le centre de la quadrique et par les trois points a Vinfini dans 
la direction des axes de sy me trie. 
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Toute droite rencontrant cette cuhique gauche en deux points est un 
axe (c'est-a-dire une droite perpendiculaire a.sa polaire). 

La cuhique rencontre I'une quelconque des quadriques homofocales a 
la proposee en six points pour lesquets les normales vont concourir en un 
autre point de la mAme cuhique. Les secantes douhles de la cuhique sont 
normales a une des quadriques homofocales; leplan tangent aupied de la 
normale a cette quadrique enveloppe une surface de Steiner coupee suivant 
des coniques douhles par Us quatrefojces du tetraedre conjugue. 

Enfin la cuhique contient une infinite de systemes de cinq points ^ tels que 
ces points puissent itre les centres des cinq splieres orthogonales (ces points 
sont definis par la condition evidente que chacun d*eux est le point de . 
rencontre des hauteurs du tetraedre forme par les quatre autres). 

Les cinq surfaces correspondent a ces cinq points pewent itre as- 
socides aux cinq spheres pour donner les cinq modes de generation 
d'une cyclide. La surface correspondent a un point de la cuhique est celle 
pour laquelle lespieds des normales ahaissies du point sont sur la cuhique 
gauche. 

IV. 

Les calculs precedents et les resultats deja etablis conduisent a des 
proprietes des sections spheriques des cyclides, qui paraissent meriter 
d'etre signalees. 11 est naturel, du resle, de ne pas separer Tetude des 
sections planes de celle des sections spheriques, car, une cyclide ne 
changeant pas de nature apres une transformation par rayons vecteurs 
reciproques, toutes proprietes des sections planes doivent s'etendre aux 
sections spheriques. 

Proposons-nous d'abord de construire geometriquement les points a 
rinfmi de toute section spherique. Une sphere contenant le cercle de 
rinfini coupe la cyclide suivant ce cercle, que j'appellerai I, et suivant 
une courbe H. Au point oil cette courbe coupera le cercle de Tinfini, la 
sphere et la cyclide seront tangentes. Or les plans tangents a la cyclide 
sur le cercle I sont les plans tangents communs a toutes les quadri- 
ques Qi, les plans tangents a la sphere par le cercle I passant par son 
centre. On aura done a mener du centre de la sphere les quatre plans 
tangents communs a toutes les surfaces homofocales aux cinq sur- 
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faces Q/. Les points de contact, avec le cerclc de Tinfini de ces quatre 
plans, seront les points a I'infmi de la section spherique. Or ces quatre 
plans sont ceux qui determinent les focales communes des cones ayant 
pour sommet le centre de la sphere, et circonscrits a toutes les surfaces 
homofocales; on aura done les points a Tinfini de la courbe, en menant 
les plans perpendiculaires aux generatrices des surfaces homofocales 
k Qi passant au centre de la sphere consideree. Ces plans coupent le 
cercle I en quatre points qui sont les points cherches. 

Par exemple, cherchous quelles sont les sections spheriques qui sont 
tangentes en deux points au cercle 1. Nous avons dit quelques mots de 
ces courbes, dans le travail deja cite, et propos6 de les appeler carte- 
siennes, k cause de leur analogic avec les ovales de Descartes. II faudra 
que la sphere sur laquelle elles se trouvent ait son centre sur Tune des 
focales des surfaces Q^, et cette condition, qui est necessaire, est aussi 
suffisante. Done 

TH£oRi:M£ VI . — Toute cartesienne tracee sur une cyclide est sur une 
sphire ayant son centre sur la focale singutiere de la cyclide [qui est une 
des focales des cinq surfaces Qi). 

En particulier, si le rayon de la sphere est infioi, on retrouve les 
sections planes formees d^ovales de Descartes. Les plans de ces sections 
sont paralleles aux plans cycliques des cones doublement tangents a 
la surface. 

Mais on pent obtenir les resultats qui precedent, et quelques autres, 
par les remarques suivantes failes sur les calculs des paragraphes pre- 
cedents. 

Reprenons Tequation d*une sphere 

(2) x^ -\- y^ -h 2' — 7,ax — • 2(3 J' — 2yz — 26 = o. 

Si cette sphere veritie seulement les ^nations (4)9 (5) 

elle coupera la cyclide suivant une courbe situee surun cylindre du se- 
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cond degre. Done, si I'on donne a X une valeur quelconque^ mais fixe, 
on aura une serie de spheres dont les centres decriront la quadrique (5) 
homofocale aux Q/, qui seront toutes orthogonales a la sphere 

(9) j?^-+-r H- -8' -f- j^i -^ nr^ "^ p^ 4-2x^:0, 

dont le centre decrit la cubique gauche deja consideree. Les spheres 
appartenant a cette serie couperont toutes la cyclide, suivant une courbe 
situee sur un cylindre. L'axe du cylindre, correspondant a chaque 
sphere, passera par le centre de la sphere (9), et sera perpendiculaire 
au plan tangent a la quadrique (5) au centre meme de la sphere (2). 

Ainsi, parmi toutes les spheres ayant leur centre en un point fixe, 
trois seulement coupent suivant des courbes situees sur un cylindre : 
ce sont celles qui correspondent aux trois surfaces homofocales aux Q,-, 
et passant par le point fixe, centre des spheres considerees. 

Si les rayons de deux de ces spheres deviennent egaux, on a une 
courbe situee sur deux cylindres; enfin, si les rayons sont egaux, la 
section spherique correspondante est situee sur trois cylindres : c'est 
une conique spherique. On retrouve ainsi I'unique serie deja etudiee 
plus haut. 

C'est ce qu'il est facile d'expliquer de la nianiere suivante. Soit une 
sphere coupant suivant une conique spherique. Si Ton fait varier le 
terme constant D dans Tequation de la cyclide, on s'assure, par un calcul 
qui est tres-simple, que la sphere continuera a couper suivant une co- 
nique spherique. On pourra done choisir le terme constant, de maniere 
que la conique spherique se decompose en deux cercles, ce qui donnera 
pour le centre de la sphere, X variant avec D, un point quelconque de 
la cubique gauche deja consideree. 



V. 



Proposons-nous maintenant d'etudier, d'une maniere plus detaillee, 
la relation entre la cyclide C et la surface M, lieu des points divisant 
projectivement les normales. 

Supposons que le point a?, j, z d^crive, sur la cyclidei la courbe situee 
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k rintoracction do cettc surface et de la sphere 

qiivllo Hcrn la oourbe decritc par les points correspondants sur la sur- 
fttoo M ? Kn oiroctuant la subslitution des valcurs (i i), on trouve 



ildX — A 



(»t») Q^-^y 



«H 



^jX — A 



— I, 



on »ur« 






O. 



^1% iMl $uh$litQ;iinl b \;iWur de U dans requalioQ de h suffice, 

iVlU" <^uaiu^i:i ^^(Vhft$^llle une suriaoif du sexvai de^r^ qaVit pcol rem- 
|44K>^ (sjor U sun;iiiiie 

\V<^f J km i^nr ei^tMLtK'^^t ^r^wtjecrt^ x*e ^jMijirt^^jw pdsisuic f*r h raurbe 

sV^^-v 'CS >u 'v>ivv'> v" ^. H ,>;, i/ctc ^a- /r*At x^f . :fa :^ Sfa^^ rx"! xie ^;Kifce 
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double) correspond toujours une courbe de la seconde du quatri^me 
ordre aussi, et situee sur une quadrique contenant la conique double. 

Ce dernier resultat nous permet de nous rendre compte de la nature 
de la surface formee par les normales en tons les points d'une section 
spherique de la cyclide. Si, laissant la sphere secante fixe, on fait va- 
rier X, on aura une suite de courbes toutes du quatri^me ordre, trac^es 
sur la surface reglee que forment les normales en tons les points d'une 
section spherique de la cyclide. 

Quatre de ces courbes sont planes : ce sont celles qui correspondent 
aux valeurs de X definies par Tequation 

CH 






le plan de la courbe est alors defini par Tequatipn 



o-S-.-^x 



A -' = "• 

qui est le plan polaire du centre de la sphere secante par rapport k la 
quadrique du parametre X. On voit done que les normales en tous les 
points de la section spherique coupent quatre plans en des points dont le 
rapport anharmonique est constant. 

Theorrme VII. — Les surfaces reglees formies des normales a la cy- 
clide en tous les points d'une courbe spherique appartiennent a la classe 
de celles dont les generatrices coupent les faces d'un tdtraedre en quatre 
points dont le rapport anhannonique est constant. Elles sont du huitiime 
ordre^ et coupent les faces du tetraedre suivant quatre droites et une courbe 
du quatrieme ordre a deux points doubles. 

II est clair que, si la section spherique se d^conipose en deux cercles^ 
la surface des normales se decompose en deux surfaces du quatrieme 
ordre; mais les normales a la cyclide en tous les points d'une droite ren- 
contrant le cercle de Tinfini decrivent un plan, et elles enveloppent 
dans ce plan une conique. 

La surface des normales acquiert une conique double toutes les fois 
que la sphere, qui determine sa directrice sur la cyclide, devient ortho- 
gonale a une des cinq spheres S/. II pent ainsi y avoir jusqu'k trois co- 
niques doubles sur la surface des normales. 
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On voit ainsi qu'aux droites de C correspondent des droites de M, aux 
cercles des coniques, etc. Cette relaiion parait d'autant plus remar- 
quable que les surfaces ne sont pas des transformees homographiques 
Tunc de Tautre; car, parmi les surfaces M, il y en a trente correspon- 
dant aux coniques splieriques transformees en deux cercles, et pour 
lesquelles la conique double se decompose en deux droites. La methode 
suivie permet ainsi de se rendre compte des proprietes de la surface du 
quatrieme ordre a conique double, quand la conique se decompose en 
deux droites. 

VI. 

Des relations entre les cinq spheres et les cinq surfaces homofoccdes. — 
Ces relations sont extremement nombreuses; on les demontre d'ailleurs 
sans difficulte, soit par I'Analyse, soit par la Geometric. 

Designons par Q le centre de la sphere S,, par P,y le plan radical de 
S/ et de S,; la droite C/Cy sera Taxe radical des trois spheres autres 
que S/, S/. On pent d'ailleurs enoncer les propositions suivantes : 

i*^ Deux centres Q, C,- sont des poles harmoniques dans les six sur- 
faces autres que S/, Sy, Q/, Qy. 

2** Quatre centres, au nombre desquels ne se trouve pas Q, sont les 
sommets du tetraedre conjugue commun a S, et a Q/. 

3** Le plan radical P(/ est le plan polaire, soit de Q par rapport k Q,-, 
soit de Cy par rapport a Q/. Par consequent, la droite QCy est le lieu 
des poles du plan P,y par rapport a toutes les surfaces homofocales. 

4° Le plan P,y coupe les deux spheres S,, Sy suivant un cercle unique 
inscrit dans le quadrilatere circonscrit aux deux sections des surfaces 
Q„ Q, par le plan P,y. 

5° Si d'un axe QCy on mene des plans tangents aux trois quadriques 
autres que Qi, Qy, les six points de contact sont, dans le plan Piy, les 
six sommets du quadrilatere complet circonscrit aux deux sections des 
surfaces Q,, Q,, et au cercle dont il a ele question dans Tenonce pre- 
cedent. 

6® La developpable |S/Qi| a ses lignes doubles sur les autres qua- 
driques Q. Cette elegante propriete a ete enoncee par M. Laguerre, et 
elle comprend quelques-unes des propositions precedentes. 
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Les premieres de ces relations se demontrent sans difficulte. En rap- 
prochant d'ailleurs les resultats precedents de quelques autres que j*ai 
donnes dans un autre travail [Bulletin des Sciences mathematiques et 
astronomiquesy t. II, p. /jo et 3oi), on est conduit a quelques proprietes 
en partie nouvelles des surfaces hoinofocales. Rappelons d'abord une 
definition importante. Etant donne un systenie de surfaces homofocales, 
nous appelons axe toute droite perpendiculaire a sa polaire. Tout axe 
est normal a une des surfaces homofocales. Les axes situes dans un 
plan P enveloppent une parabole Q tangenle aux trois plans de syme- 
trie; les pieds de ces axes sur les surfaces auxquelles ils sont respecti- 
vement normaux ferment une courbe du troisieme ordre F, la focale 
a noeud. Cetle courbe a pour point double le point/? ou le plan P est 
tangent a Tune des surfaces homofocales; elle est la polaire du point/? 
par rapport a la parabole Q. D'ailleurs le lieu des poles du plan P par 
rapport a toutes les quadriques homofocales est la perpendiculaire 
elevee au plan P en /?. Cela pose, on a les relations suivantes : 

1® Le point p se trouve sur la directrice de la parabole Q, car les 
deux axes qu'on pent mener par le point/?, etant les normales aux sur- 
faces passant en/?, sont rectangulaires, et comme ce sont des tangentes 
de la parabole, le point/? est un point de la directrice. 

2^ Cette directrice est le lieu des centres des sections K faites dans 
les quadriques par le plan, car les axes de symctrie de ces sections 
sont axes d'apres la definition donnee plus haut, et le centre de chaquc 
section est un point d'oii Ton pent mener a la parabole deux tangentes 
rectangulaires. 

3** La courbe F est le lieu des pieds des normales ou des points de contact 
des tangentes menees par/; a la conique K et a toutes les courbes homofo- 
cales; car cette courbe contient les pieds des normales abaissees de/? sur K, 
les points de contact des tangentes menees de/? a K, elle a un point double 
en/?. Elle a done dix points communs, et par consequent coincide avec 
le lieu des pieds des normales a la conique K et aux courbes homofocales. 

Ainsi la focale a noeud F est le lieu des pieds des normales ou des 
points de contact des tangentes menees de/? a toutes les sections planes 
des surfaces homofocales. Elle joue d'ailleurs le meme role par rapport 
a toutes les courbes homofocales aux precedentes, n:a's il est clair que 
ce resultat n'a lieu que pour le point/?. 
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4^ En ohaque point de la focale, deux coniques K sont tangentes 
entre elles et norinales a la troisieme. 

5^ Les polaires du point/? par rapport k toutes les coniques de sec- 
tion K sont des axes et enveloppent la parabole Q. 

C^ On peut inscrire, dans la focale F, une infinite de quadrilat^res 
coinplets dont les cotes demeurent tangents a un cercle quclconque 
ayant pour centre le point p. Ces propositions mettent en evidence ce 
fait remarquable : que le point/> joue, par rapport aux coniques de sec- 
tions, le meme role que si elles etaient homofocales. Nous aurons a 
utiliser surtout les premiers theoremes que nous venons de donner, 
dans I'etude que nous allons faire des conditions qui determinent uoe 
cyclide. 

VII. 

Si Ton donne deux des surfaces homofocales Q,, Q, et un plan P(,> 
en prenant les poles de ce plan par rapport aux deux surfaces, on aura 
les centres Q, Cy. Les spheres Si, Sy devant avoir ces points pour cen- 
tres et couper le plan P^ suivant un cercle qui est inscrit dans le qua- 
drilatere |K,Ky| , seront determinees (nous appelons K/ la section de 

Q, par le plan). On aura done deux spheres et les deux surfaces corres- 
pondantes. Les trois autres centres C seront les sommets du triangle 
conjugue aux deux coniques K/, Ky, etc. Nous obtenons la proposition 
suivante : 

Les sections de deux surfaces homofocales par un plan quelconque sont 
des coniques inscrites dans un quadrilatere circonscriptible a un cercle. 

On pent definir, a Texemple de M. Laguerre, une cyclide comma le 
lieu des spheres de rayon nul dont le plan radical avcc S/ enveloppe la 
surface correspondante Q,-. Done, pour tout point m de la cyclide, les 
plans radicaux mS,-, mSy se couperont suivant une droite situee dans 
le plan radical P^. Or les premiers plans sont les plans tangents aux 
surfaces Q,-, Q,, aux points oil la normale en m a la cyclide va les ren- 
contrer. On a done Telegante proposition suivante, due a M. Laguerre : 

Si, par toutes les droites d'un plan P^y, on mine des plans tangents a 
deux surfaces homofocales Q,, Qy, les droites de contact sont les normales 
d*une cyclide. 

Si, au lieu de prendre toutes les droites du plan, on prend seulemeot 
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celles qui passent par un point a, le point m, qui leur correspond sur 
la cyclide, est n^cessairement sur une sphere ayant pour centre a et 
orthogonale h S/, Sy. Done 

5i, par toutes les droites passant par un point et situdes dans un plan^ 
on mine des plans tangents a deux surfaces homofocales^ les droites qui 
joignent les points de contact forment une surface riglee du huitieme 
ordrcy ayant deux coniques doubles et dont les gdniratrices coupent a angle 
droit une courbe spherique du quatriime ordre^ situee sur une sphere ayant 
son centre au point considere. 

Cette surface reglee appartient a la classe de celles dont les genera- 
trices coupent homographiquement les quatre faces d'un tetraedre. 

VIII. 

Supposons que Ton se donne, a prion, trois des surfaces homofocales 
autres que Q/, Qy. L'axe radical C/C, ne pent ^tre choisi arbitrairement. 
On a vu en effet que, si par cet axe on mene des plans tangents aux 
trois surfaces homofocales correspondantes, les six points de contact 
sont les sommets d'un quadrilatere complet. Cette condition determine 
un systeme de rayons rectilignes ou congruence. On s'assure aisement que 
deux de ces rayons passent par un point, qu'il y en a six dans un plan. 
Ce sont les tangentes doubles (d'apres les recherches de Kummer) d'une 
surface du quatrieme ordre a douze points singuliers. L'axe radical QCy 
doit fitre pris parmi ces tangentes doubles. 

Si Ton considere encore un point m de la cyclide comme une sphere 
de rayon nul, le centre radical de ce point et des trois spheres corres- 
pondant aux trois surfaces donnees devra decrire Taxe C,C,. Suppo- 
sons qu*on se donne un point de cet axe, il y aura deux solutions du 
probleme, ce qui donne le theoreme suivant : 

Si Von prend les trois coniques de contact des plans tangents menis 
d'un point m a trois surfaces homofocales, la surface du seizieme ordre^ 
engendree par les droites qui s'appuient sur ces trois coniques, se ddcom^ 
pose en deux surfaces du huitieme ordre contenant chacune une courbe 
sphdrique qui coupe a angle droit leurs generatrices, et dont les generatrices 
divisent homographiquement les quatre faces d'un tetraedre; trois des faces 
de ce tetraedre sont les plans des coniques de contact : chacune des deux 

37. 
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surfaces a pour lignes doubles les trois coniques de contact, et contient en 
outre quatre droites situees dans chacun des plans de ces coniques. 

Si le point m decrit une droite convenablement choisie^ les surfaces re- 
glees correspondantes ont leurs generatrices normales a une mdme cyclide. 

Si Von mene les plans tangents aux trois quadriques aux points oil elles 
sont rencontrees, sur les coniques doubles, par une droite sappuyant sur 
les trois coniques, ces trois plans tangents se coupent suivant une droite 
passant par le pdle commun m des plans des trois coniques, 

IX. 

Le cas oil P'on se donnerait, a prion, quatre des surfaces homofo- 
calcs Q/ n'offre pas une grande difficulte. Les axes radicaux decrivenl 
des surfaces regiees tetraedrales dont I'etude n'offrirait aucun interet. 

Mais si Ton se donne les cinq surfaces Q/, on reconnaitra que le pro- 
bleme est determine. On trouve huit cyclides symetriques par rapport 
aux plans principaux, et Ton est conduit a la proposition suivante, dont 
la demonstration directe offrirait peut-etre quelque difficulte : 

Les droites qui coupent cinq surfaces homofocales quelconques en cinq 
points dont les rapports anharmoniques sont constants et egaux a ceux des 
surfaces correspondantes se diment en huit systemes symitriques de droites 
normales a une cy elide. 

Be mime, le complexe des droites qui coupent quatre surfaces fiomofo^ 

cales en quatre points dont le rapport anharmonique est constant et dgal d 

celui des surfaces se compose de droites normales a une serie de cyclides^ 

et par consequent on saura trouver toutes les surfaces dont les normales 

font partie du complexe (*). 



(') J*ai indiqu6 en effet, dans un travail ant^rieur, que toutes les fois qu*on saura trouver 
un syst^me de surfaces normales aux droites d'un complexe, on saura trouver toutes les 
surfaces dont les normales appartiennent au complete. Ainsi, ^tant pris d'une mani^re quel- 
conquo un systdme de surfaces k un parametre variable, les normales a ces surfaces formant 
un complexe, on saura determiner toiues les surfaces normales aux droites de ce complexe 
et sans integration. 
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Lorsqu'on chaufle au-dessus de 3oo degres Tune des extremites d'un 
tube de verre renfermant du selenium et de Thydrogene, on voit» au 
bout d'un temps variable avec les conditions de rexperiencc, appa- 
raitre, en dehors de la partie chaufTee, des aiguilles de selenium entre- 
lacees de maniere a former un rescau qui pent embrasser toute une sec- 
tion du tube; elles se deposent en un point oil la temperature est de 
tres-peu inferieure a la fusion du selenium (vers 25o degres), et s'ac- 
croissent en nombre et en etendue quand on prolonge I'experience. Le 
tellure donne lieu a des phenomenes analogues. La presence de Thy- 
drogene est, du reste, indispensable; un autre gaz ne produirait rien 
de pareil, comme on le verra plus tard. 

Pour me rendre compte de ces phenomenes, j'ai etudie la combinai- 
son directe du selenium et du tellure chauffes avec I'hydrogene, et la 
decomposition des acides selenhydrique et tellurhydrique sous Tin- 
fluence de la chaleur. 
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SEliNIUM. 



I. — Formation de I'acide sSlenhydrique sous Vmfluence 

de la chaleur. 

r 

L'acide selenhydrique peut s'oblenir en combinant directement 
rhydrogfene avec la vapeur de selenium. II resulte en effet des expe- 
riences de M. P. Hautefeuille que c le soufre et le selenium, chauff6s 
avec de I'hydrog^ne dans des tubes scelles a 44o degres, donnent des 
acides sulfhydrique et selenhydrique > [Comptes rendus ^ t. LXIV, p. 610, 
Note). J'ai cherche comment varie la quantite d'acide selenhydrique 
produit quand on modifie la temperature. Des tubes scelles contenant 
rhydrogene et le selenium sont maintenus pendant un certain temps a 
une temperature fixe, et sont ensuite refroidis brusquement; Tacide 
selenhydrique produit passe ainsi, en un temps tres-court, de la tem- 
perature du bain k celle de I'air ambiant, et Ton peut admettre, sans 
erreur sensible, que la quantity de ce gaz qui reste dans le tube apfbs 
le refroidissemenl complet est bien ^gale ^ celle qui s*y trouvait a la 
temperature de rexp^rience. Le tube froid est ouvert sur la cuve a mer- 
cure, le gaz est recueilli sous une cloche gradu^e, ce qui en fait con- 
naitre le volume; on le traite par une solution tres-concentr^e de 
potasse qui absorbe presque instantan^ment I'acide selenhydrique; il 
ne reste plus qu'k mesurer Thydrogene restant, en ayant soin de noter 
la temperature et la pression, et Ton a tons les elements necessaires 
pour apprecier la composition en centi^mes du melange gazeux que 
renfermait le tube, c'est-a-dire la quantity d'acide selenhydrique ob- 
tenu. Si Ton dose dans la liqueur alcaline le selenium qu'elle renferme, 
oti arrive aux mSmes resultats que par la mesure directe du gaz absorbe. 
(voir la Note A.) 

En suivant la formation de Tacide selenhydrique depuis 200 degree, 
environ jusqu'aux temperatures les plus hautes que le verre peu fusible 
puisse supporter (700 degres environ), on arrive aux resultats qui 
suivent : 



I« 
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A une temperature delerminee, on D'obtient pas imm^diatement 
la quantite maximum possible d'acide selenhydrique. Quelle que soit 
cette temperature, on constate que la proportion de cet acide formee 
dans le tube va tt)ut d'abord en augmentant; mais, au bout d'un nombre 
d'beures d'autant plus considerable que le tube est moins fortement 
chaufie, elle cesse de s'accroitre^ et Ton a la quantite maximum d*acide 
selenhydrique qui pent prendre naissance dans les conditions de Texpe- 
riencOy qu*il est alors inutile de prolonger plus longtemps {voirh Note B). 



Temperature. 


Dur^e de rexp^rience. 


HSe formd 
poor too. 


35o« 


lo"- 


3i,4 


» 


=4 


33,3 


)) 


45 


36,2 


)) 


74 


37,0 


44o 


i5 


45,4 


» 


69 


5i,3 


» 


1 65 


5i,7 


58o 


2 


46,7 


;) 


4a 


47»3 



^^ Ifd qusintite maximum d'acide selenhydrique que Ton pent obte* 
nir a iwd temperature donnee varie avec cette tempers^turc : 



Temperature. 


Duree de Texp^riencii. 


H Se rorme. 


2o3' 


i68»* 


0|0 


25o 


»94 


6,8 


275 


170 


12,0 


3o5 


169 


22,4 


325 


140 


28,8 


35o 


74 


37,8 


440 


69 


5i,7 


vers 5oo 


16 


60,7 


520 


22 


63,9 


590 


42 


47,3 


6.{o 


4 


43,1 



On voit ainsi que la quantite maximum d'acide selenhydrique formd 
est fonction de la temperature; elle va en augmentant depuis le point 
de fusion du selenium jusqu'a 52o degres environ, puis diminue quand 
on chaufTe au dela. Cette diminution se rattache, comme nous le ver- 
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roDS plus loin, a la propriete que possede ce gaz de se deco mposcr a 
temperature elevee. 

3"^ Lorsque, au lieu de plonger tout le tube dans le bain a temperature 
constante, on n'y chauffeque la portion qui renferme le selenium, on 
produit de Tacide selenhydrique, qui, au bout d*un certain temps, 
cesse encore d'augmenter, et la quantite maximum que Ton obtient est 
la meme que si le tube avait ete chaufle tout enticr. Seulement, tandis 
que dans ce dernier cas on retrouve au fond du tube, ou dissemine en 
gouttelettes sur ses parois, le selenium en exces, dans le premier au 
contraire on voit bientot apparaitre en dehors de la partie chauffee un 
anneau d' aiguilles brillantes de selenium que nous etudierons plus 
loin. En disposant I'appareil de maniere a faciliter le mouvementgazeux 
a son interieur, on trouve que la composition du gaz est la meme dans 
les differentes parties du tube; seulement on n'obtient la quanlite 
d'acide selenhydrique a la temperature consideree qu'au bout d*un 
temps qui varie avec les dimensions de I'appareil . 

Fig. I. 




fi^- : ^ :aai 



A appareil pour la preparation contiuue de rhydrogcne; IS tube de verrc contenant dcs fragments 
de potasse fondue; 11 est relio par un caoutchouc C a un tube fin de cuivrc d qui conduit Tbydro- 
C^ne dans un tube de cuivre D, plein de tournure de cuivre et maintcnu au rouge sombre avec 
une grille a gaz. Par les tubes cf et C, le gaz hydrogenc arrive dans un troisi^me tube E, plein 
d'acide phosphorique vitreux, d^ou il sort pur et sec pour se reudre par un tube en T, /, dans les 
tubes MM, renfcrmant le selenium S, et places dans la bouteille a soufre G. Le melange d*bydro- 
g6ne et d'acide selenhydrique sort par les tubes hi. Les cprouvettes ee', remplies d'eau, empicbent 
les tubes dd' sondes a D dc s'ecbauffor. 

La formation de I'acide selenhydrique dans les circonstances qui 
precedent fournit un moyen tres-commode de preparer ce gaz, meme 
en quantites considerables, lorsque Thydrogene auquel il reste me- 
lange est sans inconvenients pour son cmploi ulterieur. On pent dis- 
poser I'appareil de la maniere suivante : un ou plusieurs tubes de 
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verre MM [fig. i) contenant du selenium sont places horizontalement 
dans un bain k temperature constante, dans la vapeur de soufre, par 
exemple a 44o degres. On y fait passer un courant d'hydrogfene parfaite- 
ment purifie par la methode de M. H. Sainte-Claire Deville, de maniere a 
les purgcr d'air, puis on porte le soufre a rebuUition; il suflit alors de 
maintenir cette temperature et de faire passer lentement dans les tubes 
de verre le courant d'hydrogene : le gaz que Ton recueille est un melange 
d'hydrogene et d'acide selenhydrique (contenant jusqu'a 45 et 5o pour 
loo de ce dernier gaz quand on opere a 44o degres), que Ton pent pro- 
duire d'une maniere continue aussi longtemps que les tubes M con- 
tiennent du selenium. On pourrait remplacer la vapeur de soufre 
[[\[\o degres) par celle de mercure (36o degres), ou chauffer directe- 
ment les tubes M avec des charbons. L'avantage du bain a temperature 
fixe est de n'exiger aucune surveillance, et la production de I'acide 
selenhydrique s'effectue dans I'appareil avec une grande regularity. 

II. — Decomposition de iacide selenhydrique sous Vinfl^uence 

de la chaleur. 

1^ Si, prenant deux tubes chauffes dans les memes circonstances et 
arrives a ce point que la quantite d'acide selenhydrique n'augmente 
plus a leur interieur, on refroidit Tun brusquement, comme dans les 
experiences qui precedent, tandis qu'on laisse Tautre revenir peu a peu 
a la temperature ordinaire (de i5 a 20 degres), en passant lentement 
par tons les degres intermediaires, on constate que celui-ci contient 
moins d*acide selenhydrique que le premier, et d'autant moins que le 
refroidissement a ete plus lent : les deux tubes refroidis brusquement 
auraient contenu la meme quantite de ce gaz. II y a done, lors du re- 
froidissement progressif, decomposition d'une partie de I'acide selen- 
hydrique forme : c'est un phenomene de dissociation par abaissement 
de temperature (voir la Note C). 
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Temperature. 

350- 

55o 

600 

440 

65o 

55o 



brusquemeDt. 

36,3 
48, i 
45,3 
5i ,0 

43,2 

48,8 



e, refroidi 


Duree 


^ 


du 

• 


lentcmenl. 


refroidissement lent 


33,0 


2" 


38,5 


3 


35.4 


4 


37,5 


4 


33,5 


5 


34,7 


5 



Pour etudier methodiquement Tinfluence de Tabaissement de la 
temperature sur la quantite de gaz detruite, j'ai fait une serie d'expe- 
riences dans lesquelles, prenant deux tubes qui renferment la quaniite 
maximum d'acide selenhydrique possible a une temperature donne«, 
on refroidit Tun brusquement, tandis qu'on maintient Tautre pendant 
un temps plus ou moins considerable a une temperature plus basse que 
la premiere. Le tableau suivant, qui resume les resultats, etablit que 
la portion detruite dans ce dernier cas est d'autant plus considerable que 
la seconde temperature est plus voisine de 270 degres environ. 



1 ^^ ^^^.^ ^v^ ^^ ^^ ^^ A ^^ ^^ ^k 


II Se res tan t 


Duree 


HSe forme 


Duree 


1 emperaiure. 


non decompose. 


de Teipdrience. 


dircctemenl. 


de Texperience 


i55» 


37,0 


a 14'' 


0,0 


260^ 


203 


27*7 


168 


0,0 


214 


a55 


47>» 


5 


6,8 


»94 


245 a 255" 


28,1 


24 


i> 


» 


» » 


27,3 


27 


s> 


» 


a » 


M,6 


72 


D 


J» 


270 a 275° 


10 y^ 


170 


12,0 


170 


u » 


20,3 


170 


» 


» 


3o5 


22,6 


120 


22,3 


169 


325 


28,9 


1 40 


28,8 


i5o 


35o 


37»9 


18 


37,8 


69 


35o 


37,0 


3o 


37,0 


74 


440 


5i ,2 


20 


5l y2 


69 


440 


5i,7 


»9 


5i,7 


i65 



La comparaison entre ces resultats et ceux que donne la combinaison 
directe du selenium et de I'hydrogene, aux memos temperatures, montre 
qu*au-dessus de 270 degres a cbaque temperature correspond une quan- 
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tite determinee d'acide selenhydrique, quantite constante et toujours 
la.meme, soit que le tube porte a cette temperature coDtieoDe d'abord 
do Tacide selenhydrique tout forme, soit qu'il ne renferme que ses ele- 
meDts; cette egalite dans la quantite trouvee d*acide selenhydrique 
etablit qu'aux temperatures considerees on a bien atteint la limite de 
decomposition. Au-dessous de 270 degres, la combinaison et la decom- 
position sont tellement lentes Tune et Tautre, et surtout la combinaison, 
que Ton ne peut pas regarder comme definitivement fixees les quantites 
decomposees a ces temperatures. 

a® Quand, au lieu de soumettre Tun des lubes consideres a Taction 
d'une chaleur plus faible que celle a laquelle on Tavait expose d'abord, 
on le cbauffe davantage au contraire, on voit, comme je Tai dit plus 
haut, la proportion d'acide selenhydrique augmenter jusque vers 52o de- 
gr^s pour diminuer au dela. Or, si de deux tubes contenant la quantite 
maximum possible k 5:2o degres, c*est-k-dire la plus grande que Ton 
puisse obtenir par combinaison directe, on refroidit Tun brusquement, 
tandis qu'on porte I'autre a une temperature plus elevee, Tacide selen- 
hydrique diminue dans ce dernier. II y a la dissociation de ce gaz par 
elevation de temperature, et la quantite detruite est d'autant plus con- 
siderable que Ton a chaufTe davantage au dela de 52o degres. 

Pour effectuer la decomposition de Tacide selenhydrique k une tem- 
perature donnee, il n'est pas non plus indispensable de porter h cetle 
temperature le tube tout entier soumis a I'experience, et, lorsqu*on a 
chaufie deux tubes dans les memes circonstances. Tun tout entier, Tautre 
en partie, la proportion d'acide selenhydrique qui reste non detruite 
est la meme dans tons les deux. Si Ton considere, d'ailleurs, uu tube 
dont Textremite contenant le selenium a ete chauffee a 44o degres pen- 
dant un certain temps, et qu'on porte cette meme partie dans un bain 
a 3^5 degres, on constate que la quantite d'acide selenhydrique con- 
tenue dans Tappareil a diminue pour se fixer a 28 pour 100 environ, 
proportion maximum d*acide selenhydrique possible a 3^5 degres. 
L'operation se fait avec un tube semblable a ceux decrits dans la Note At 
et dont on peut separer et analyser successivement les diverses parties. 
De plus, Texperience ainsi Ante montre que les variations de pression 
qui se font sentir dans un meme tube, chaufie tout entier et successi- 
vement a deux temperatures difierentes, n'ont pas d'influence sensible 

38. 
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sur la quantite d'acide selenhydrique qui s'y trouve a ces deux tempe- 
ratures. Dans le cas precedent, en effet, on ne chauffe qu*une partie 
du tube (20 centimetres cubes environ) petite, relativement a son vo- 
lume total (220 centimetres cubes), et la pression ne varie pas d*une 
maniere sensible dans I'appareiU quand on porte successivement son 
extremite aux deux temperatures 44o ct 325 degres que Ton con- 
sidere. 

En resumant les resultats qui precedent, nous voyons que I'acide s^ 
lenhydrique, soumis a Taction de la chaleur, eprouve, vers i5o degres, 
une decomposition sensible, mais tres-lente; la quantity dissociee at- 
teint, vers 270 degres, une valeur a partir de laquelie elle decroit pen 
a peu, et passe, vers 5oo degres, par un minimum; elle augmente de 
nouveau quand la temperature s'eleve davantage. 

La decomposition de ce corps ofTre done un ph^nomene comparable 
a celui que presente le sous-chlorure de silicium, qui parait posseder un 
maximum s*etendant a tout I'lntervalle de temperatures compris entre 
700 et f 000 degres (MM. Troost et Hautefeuille, Comptes rendus, seance 
du 28 aout 187 1); la temperature a laquelie ce compose presente sa 
stabilite la plus grande est voisine et peut-etre superieure a celle de fu- 
sion du silicium. Ici la temperature a laquelie la quantite d*acide selen* 
hydrique obtenu directement est la plus considerable, etant de 620 de- 
gres seulement, il m'a ete possible d'etudier au dela les variations que 
subit sa decomposition, et de constater qu'au-dessus de cette tempera- 
ture ce gaz se dissocie peu a peu et d'une maniere continue, quand on 
rechauffe davantage. II se comporte alors comme les corps composes le 
font d'ordinaire, comme I'acide chlorhydrique el la vapeur d'eau par 
exemplc. 

Ainsi Tacide selenhydrique que Ton obtient par la combinaison di- 
recte du selenium avec Thydrogene se decompose, comme je viens de 
I'indiquer, sous rinfluence de la chaleur; il en resulte que, si Ton consi- 
dere un tube presentant, en ses divers points, des temperatures diffe- 
rentes et contenant a la fois de Thydrogene, de I'acide selenhydrique 
et du selenium en vapeur, la proportion de gaz selenhydrique qu'il ren- 
ferme, quand Tequilibre s'y est etabli, est precisement la quantity maxi- 
mum de cet acide, qui existerait dans ce tube entierement porte a la 
temperature de son point le plus chaud. Si Ton rapproche ce fait de ce 
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qui se passe dans une enceinte a temperature variable contenant une 
vapeur avee exces de liquide, oil Ton sait que la tension maximum de 
la vapeur est celle qui correspond au point le plus froid (c'est Fenonce 
du principe de Watt ou de la paroi froide), on retrouve, dans les pro- 
prietes de Tacide selenhydrique, les analogies reconnues par M. Henri 
Sainte-Claire Deville entre les phenomenes de combinaison et de decom- 
position des corps et les phenomenes de formation et de condensation 
des vapeurs. 



III. — Formation de Vanneau de selenium cristallise. 

Les resultats precedents etant acquis, on pent se rendre compte de 
la production de Tanneau de selenium cristallise. Gonsiderons en effet 
un tube contenant du selenium et de Thydrogene, et plonge partielle- 
ment dans une enceinte a temperature fixe; il se produira dans la partie 
chaude une certaine quantite de gaz selenhydrique qui viendra se de- 
composer partiellement dans les regions plus froides, surtout dans celles 
oil sa dissociation est rapide, en y deposant du selenium. De plus, Tex- 
treme mobilite de Thydrogene et les differences de temperature que 
presentent les diverses sections du tube determinent, a son interieur, 
un mouvement continuel des gaz; aussi I'hydrogene provenant de 
la decomposition de Tacide selenhydrique revient sans cesse dans la 
partie chaude se combiner a du selenium, qu'il abandonne en se refroi- 
dissanta son tour, de sorte qu'il existe une region du tube dans laquelle 
du selenium se depose constamment. II y prend Tetat liquide tant que 
la temperature est superieure k son point de fusion, Fetat solide quand 
elle devient inferieure, et toujours, dans ce dernier cas, il se depose en 
cristaux qui, dans un tube partiellement chauffe, constituent Tanneau 
observe, qui s'accroit d'une maniere progressive et continue, jusqu'a ce 
qu'il n*y ait plus de selenium au fond du tube. Si le tube renfermant 
d^ja de I'acide selenhydrique presente en tons ses points la meme tem- 
perature, le selenium se deposera en cristaux tapissant toutela paroi, 
ou en gouttelettes, selon que cette temperature n*atteindra pas tiSo de- 
gres ou sera superieure a cette limite. 

Les cristaux de selenium sent tres-brillants, douesde Teclat de Tacier 
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poll, et ressemblent beaucoup, par leur couleur bleuatre, a ceux de si- 
licium ; leur disposition en anneau rappelle les boucbons feutr^s obtenus 
par MM. Troost et Hautefeuille en faisant passer, sur du silicium fondu, 
des vapeurs de chlorure de silicium. lis se presentent en lames larges 
et tres-minces, ou en aiguilles; celles-ci, toujours tr^-fines, peuvent 
atteindre 20 millimetres de longueur; ce sont des prismes bexagonauz 
^angle de 120 degres), creux» et termines par des facettes dont je n'ai 
pu determiner encore ni le nombre ni la position. 

Pour obtenirle selenium cristallise par cettemethode, on peutseservir 
de tubes verticaux A {Jig. 2) dont la partie inferieure, enveloppec d'un 
etui en fer B, plonge dans la vapeur de soufre ; au bout de deux ou trois 
heures, Tanneau commence a se former en a au sorlir de Tetui; si Ton 
souffle une boule b en ce point* elle se remplit entierement d'aiguilles 
reunies en houppes, mais plus petites qu'avec un tube d'un faible dia* 
mfetre (i5 a 20 millimetres environ); en relevant peu k peu le lube 
dans I'etui, on y determine la formation d*anneaux superposes, dusau 
deplacement du point oil le selenium commence a fondre ; avec des tubes 
borizontaux, dont le milieu renfermant le selenium traverse le vase qui 
contient la vapeur de soufre, on obtient deux anneaux, un de chaque 
core de ce vase. 

Les memes pbenomenes se reproduisent dans la vapeur de mercure 
a 35o degres, mais Tanneau n*apparait qu*apres cinq ou six beures. II 
se produit, au bout d'une heure, dans un bain de sable cbauffe vers 
5oo degres. 

On Tobtient plus difficilement aux temperatures moins elevees; ce- 
pendantsi Ton introduit dans un bain dMiuile maintenu vers 3oo de- 
gres un tube contenant du selenium et de Thydrogene, les cristaux ap- 
paraissent au bout de plusieurs heures pour augmenter peu k peu; 
Tacide selenhydrique se produit lentement a c^tte temperature, se de- 
compose de meme, et c'est dans ces conditions que Ton obtient les 
cristaux les plus nets. 

Gommc je Tai dit plus haut, la composition du gaz dans le tube y 
reste sensiblement constante tant qu'on cbauffe la partie qui conlient 
du selenium. La rapidite avec laquelle I'hydrogene selenie se reforme, 
permet d'obtenir dans un meme tube autant d*anneaux que Ton en veut. 
On prend, par exemple, un appareil M {fig. 2) forme de trois branches 



OV SfitiWIUM ET DO TFLLUBE, ETC. 3o3 

borizonlales, fermees a uoe exlremit^ et commaaiquaat a I'aiitre par 
UDe portion verticale. On chaufTe a 44^ degr^s les parties medianes; le 
selenium Se. place dans I'uoe des branches, se transporte dans louten 
las trois. et vient former six auneaux cristatlises a aux six points, oii 
le tube, sort! de la vapeur de soufre, est a la temperature de fusion du 
selenium. 




V TQie ila ter, ferine pjr ud eoarsrcle C lute; H lubei de Ter hariiaiiUDI qni IrnTenenl le vme V 
de part en pirt, et qui plangent dina la npeur de toufre ou de niercure, dragee de 1i mnue S 
mainteDoe an ibullltion; T lube de d^aocment dei gai, et qui permol la eondeniDlion dei *a- 
peun da aoDfre ou da mercura; M tube de .rerra plain d'hydrngtae conlpnant du aaleniam Se, at 
Interunl lei tube* de fer; a anneaui de aelenium crUlHllite. 

K teba* defer perpend ieu I aina an couTercle, el plongcaDldanaU Tipeura lemptSrature Axe; A tubet 
da larra contanant da I'hydroeiDa et du aelenium Se, et pUcua dans les lubea B Hir un tarapOD 
d'amiante; a, b selenium criilalllie. 

On peut, dans ces experiences, inesurer directement cetle tempera- 
ture de fusion en pla^ant dans un tube horizontal un tliermomfetre 
duQt le reservoir est assez petit pour etre entierement reconvert de cris- 
taux; il marque alors 33o degres pour la temperature chercbee; toute- 
fois, cette mesure n'est qu'Approximative : le thermomMre varie de plu- 
sieurs degres pour pen qu'on change sa position dans le tube. Or les 
aiguilles qui forment I'anneau ne contiennent pas de tellure, qui se 
volatilise seulement au rouge; elies ne renferment pas de soufre, qui, 
aux temperatures considerees, se serail transforme en acide sulfhy- 
drique; elles presententdoncdu selenium parfaitement pur, et Ton salt 
que, dans ces conditions, H. Sacc fixe \ a5o degres le point de fusion 
de ce corps. 

Quaod on remplace, dans les experiences qui precedent, I'bydrogfene 
par un autre gaz sans action sur le selenium, I'anneau ne se produit 
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plus; le selenium se volatilise plus ou moios vite, selon que la tempe- 
rature est plus ou moins elevee, et, si le tube presente une partie froide, 
il s*y condense sous la forme d'une poussi^re rouge qui devient noire 
en s'echauiTant. L'operation a ete faite avee Tair, I'azote, Tacide car- 
bonique, le fluorure de silicium, ou dans le vide (*); elle a toujours 
donne le meme resultat : depot de selenium pulverulent. Quelquefois, 
au bout d'un temps considerable (i5 jours environ), on trouve quel- 
ques petites aiguilles ayant au plus i demi-millimetre de longueur; mais 
ces petits cristaux, disposes en des points quelconques, n*ont rien de 
commun avec Panneau precedemment decrit. On pent mettre en evi- 
dence, par une experience simple, les differences que je viens de si- 
gnaler. Deux tubes, contenant Tun de I'hydrogene, I'autre un gaz dif- 
ferent, sont en partie chauffes dans le meme bain; on voit bientot toute 
la partie froide du second se recouvrir de poussiere rouge orangee, 
pendant que le premier n'offre rien de pareil; la vapeur de selenium 
s*y comUine a Thydrogene a mesure qu*elle se forme, et Tacide selen- 
hydrique se decompose a mesure qu*il se produit. Aussi le selenium 
disparait bientot au fond des deux tubes; mais, tandis qu*il recouvre 
d*un enduit opaque (oute la portion froide de celui qui ne contient pas 
d'hydrogene, celui qui en renferme reste transparent sur toute son eten- 
due, sauf Tespace occupe par Tanneau caracteristique, oil tout le sele- 
nium est venu se rassembler. 

Signalons, en dernier lieu, une curieuse propriete du selenium. 
Fondu dans un melange d*acide selenhydrique et d'hydrogene, il roche 
par refroidissement; il doit done dissoudre, pendant qu'il est liquide, 
une assez notable quantite de Tun ou Tautre de ces gaz, qui s*echappe 
d'une maniere brusque au moment de la solidification. 

IV. — Influence de la pression et des corps poreux 
sur la formation de Vacide selenliydrique . 

La pression, dans les limites abordables par Texperience, a une 
faible influence sur la proportion d^aclde selenhydrique produit a une 



/) J*4Kudierai ailleors ce qui se passe dans les gai que le s^lMam peul dfeompoaer. 
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temperature determinee. Lorsqu'on opere a 35o ou a 44o degres avec 
des tubes dans lesquels la pression de Thydrogcoe introduit est de 52o 
etde 940 millimetres, on constate qu'au boutdu meme nombre d*heures 
la quantite d'acide selenhydrique forme dans le tube ou la pression 
est la plus forte est superieure de i a 3 pour 100 environ a eelle que 
Ton trouve dans celui oil elle est la plus petite [voir la Note D). 

D'autr^ part, M. Corenwinder a obtenu la combinaison direcle du 
selenium avec Thydrogene par Tintermediaire d'un corps poreux, la 
pierre ponce (*). Ne pouvant pas utiliser la mousse de platine pour cette 
reaction (^), j'ai cherche quelle pouvait etre Tinfluence de la ponce; 
«lle a pour effet d'accroitre, en faible proportion, la quantite d'acide 
selenhydrique produit a une certaine temperature. 



, Temperature. 


HSe forme 
sans ponce. avec ponce 


44o*» 


48,8 


5o,8 


35o 


36,3 


39,3 


290 
260 


"»9 
5,6 


16,3 
8,0 



Ces nombres indiquent de plus que, comme on pouvait le pr^voir, 
Finfluence des corps poreux et celle de la pression se font sentir d'au- 
tant moins que la temperature est plus elevee. 

L'equilibre a ces deux temperatures est done legerement modifie par 
rintervention d'un corps poreux ; or, si Ton chaufTe, a 35o degres par 



(') « En faisant traverser du s^l^nium en vapeur et de Thydrog^ne dans un tube de verre 
contenant des fragments de ponce chaufTds k 400 degres environ, on obtient de I'acido selen- 
hydrique, reconnaissable ^ son odeur caracteristique, k son action d^sagrdable sur les mem- 
branes du nez, en un mot k tons ses caract^res bien distincts Jo suis parvenu, par 

rinterm^diaire des corps poreux, a combiner directement Thydrog^ne avec le brome, Fiode, 
le soufre et le s^l^nium, qui ne se combinent pas avec lui par Taction de la chaleur seule. » 
(M. CoRBNWiNDER, Memoires de la Society nationale des Sciences, Arts et Agriculture de 
Lille; i85i.) 

(*) La mousse de platine se transforme au contact de Tacido selenhydrique en seieniure 
noir, pulverulent, et Ton n*obtient h 44o degres en presence de platine en exc^s que 5^6 
pour 100 de gaz non decompose. Le seieniure de platine a son tour est reduit par Thydrogene, 
au rouge sombre, avec production abondante d'acide selenhydrique. Je me propose d'eiudier 
ces deux reactions inverses, ainsi que Tinfluence de la quantite de selenium sur la propor- 
tion d'acide selenhydrique forme. 

Annates de I'Ecole Normale, a* S^rie. Tome I. 39 
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exemple, un tube contenant de la ponce et maintenu d'abord h une tem- 
perature plus elevee, la quantite (4o pour loo enviroo) d'acide s^lenby- 
drique qui reste non decompose est un peu superieure a celle (38 pour 
loo envirou) que Ton trouve quand la ponce n'intervient pas; cc fait 
ronfirme le resultal enonce. 

En rcsumant tout ce qui precede, nous voyons que Tunion directe 
de l^hydrogene et du selenium s'efTectue a partir de 25o degres environ; 
elle est d*autant plus rapide que la temperature est plus elevee, et la 
quantite d'acide selenhydrique que Ton obtient augmente a mesure 
qu'on se rapproche d'environ 52o degres, pour diminuer au dcl&. 

De plus, dans un tube inegalement cbauffe en toutes ses parties, la 
production et la decomposition de Tacide selenhydrique presentent un 
phenomene comparable a la formation et a la condensation des vapeurs 
dans une enceinte oil la temperature n'est pas la meme en tons les points. 

Soumis k Taction de la chaleur, ce gaz se decompose, et sa dis- 
sociation presente un minimum voisin de S^o degres; au-dessous de 
520 degres, sa decomposition augmente k mesure que Ton al^aisse la 
temperature jusqu'k une certaine limite determinee par les experiences; 
la consequence de cette dissociation est la preparation facile du sele- 
nium en cristaux brillants, doues de Teclat metallique. On peut ainsi 
transporter, par une volatilisation apparente et avec une quantite limitee 
d'hydrogfene, une quantite indefinie de selenium ainsi que de tellure, 
comme on le verra plus loin; en meme temps qu'ils se transportent, 
ces deux corps cristallisent, de telle sorte que, vis-a-vis d'eux, Tbydro- 
gene joue le rdled*un veritable agent mineralisateur. 



TELLURE. 



Le tellure, comme le selenium, peut se coml)iner directement k Thy- 
drog^ne sous Tinfluence de la chaleur, et donner de Tacide tellurhy- 
drique. Si Ton chaufle en effet vers 600 degres des tubes scell^s 
renfermant du tellure et de rhydrogeoe, ils contiennent, aprfes refroi- 
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disseinent brusque, une petite quantite de gaz absorbable par la potasse 
concentree, mais qui n'est jamais qu'une faible proportion de la masse 
gazeuse. Or, si Ton considere le point de fusion eleve du tellure, que 
Berzelius regarde comme un peu superieur a celui de I'antimoine, on 
peut admettre qu'il ne possfede encore, vers 600 degres, qu'une faible 
tension de vapeur, et Ton congoit par suite que la quantite d'acide tel- 
lurhydrique forme soit peu considerable. Comme d'ailleurs la tempe- 
rature de 600 degres est voisine de la limite a laquelle peut resister le 
verre, je n'ai pu etudier que dans un espace tres-restreint la formation 
directe de ce gaz. En chaufTant les tubes, soit dans le bain de sable, 
soit dans I'etuve a air deja employes pour le selenium, j'ai obtenu les 
resultats qui suivent : 

Temperature ... , u , a ^® " ^^'^^ Dwree 

'^ V olume du gnz. Hydrogdne. — ^ -^ — -^ — > 

appnjchee. en cent, cubes, en centi^mes. ^^ rexperlenc*'. 



600" 


4,90 


4,60 


o,3o 


6,1 


48»» 


65o 


5,52 


5,i3 


0,38 


6,9 


3 



La potasse n'absorbant qu*une si faible quantite du melange gazeux, 
il est necessaire de constater la presence du gaz tellurbydrique par un 
procede plus sensible. Or, en employant dcs tubes munis de fils de pla- 
tine, qui permettent de faire passer dans Tinterieur une serie d'etincelles 
electriques, on decompose Tacide forme, et Ton obtient un depot noir 
caracteristique de tellure divise. Cette methode permet de deceler des 
quantites d'acide tellurbydrique tres-petites, et qu'il serait impossible 
de reconnaitre d'une maniere certaine en prenant la potasse pour 
reactif. 

L'acide tellurbydrique produit sufBt pour obtenir un anneau de tel- 
lure semblable a celui que fournit le selenium. Si Ton chauffe en effet 
au bain de sable la moitie inferieure du tube seulement, on constate, au 
bout d'environ douze heures, qu'en une region dont la temperature est 
un peu inferieure au point de fusion du tellure commencent a se de- 
poser des aiguilles, qui augmentent peu a peu, et finissent par consti- 
tuer un anneau tout a fait comparable a celui de selenium. Les cristaux, 
qui peuvent atteindre 20 millimetres en longueur, et i millimetre en 
epaisseur, presentent, avec la blancheur de I'argent, I'eclat de I'acier 

poli; ce sont des prismes hexagonaux reguliers, surmont^s d'une pyra- 

39. 
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mide a six faces; les angles soot egaux k ceux mesures par G. Rose sur 
(les cristaux proveDant de la decomposition a I'air du tellurure de po- 
tassium. La temperature de fusion du tellure a laquelle Tanneau se 
produit est d'environ 5oo degres, et I'acide tellurhydrique, qui se de- 
compose en deposant du tellure, se reforme bientot, grace au mouve- 
ment continuel du gaz qui remplit le tube. On le constate en faisant 
jaillir une serie d*etincelles dans le tube chaufie et au-dessus de Tan- 
neau; on obtient ainsi sur les parois le depot pulverulent de tellure 
comme si I'anneau ne se formait pas. Ainsi I'acide tellurhydrique se 
reproduit dans la partie chaude du tube a mesure qu'il se decompose 
a une temperature moins elevee, et, comme avec le selenium, le phe- 
nomene ne s'arrete que lorsque tout le tellure est transporte dans cette 
region plus froide, sous la forme de cristaux. 

Oq sait, d'apres Berzelius^ que c lorsqu'on distille du tellure au rouge 
intense dans un courant d'hydrogene, on pent Tobtenir en aiguilles 
cristallines, deliees et brillantes, a Tendroit oil le gaz se melange a la 
vapeur de tellure, ainsi qu'au point oil cette derniere commence k se 
condenser. Mais on ne saurait reconnaitre k ces aiguilles pointues, apla- 
ties et elastiques, aucune forme cristalline determinee. » (Berzelius, 
Traits de Chimie, edition de 1846, t. II, p. 11112.) Les experiences qui 
precedent expliquent la formation de ces aiguilles, en montranl que le 
tellure chaufTe dans Thydrogene se comporte comme le selenium. L'a- 
cide tellurhydrique pent, comme I'hydrogene selenie, prendre directe- 
ment naissance et se decomposer k une temperature plus basse que celle 
de sa formation. Le tellure proveuant de cette dissociation et depose sur 
les parois du tube prend Tetat solide vers 5oo degres, et c'est alors 
que se produisent Tanneau et les aiguilles observees par Berzelius; enfin 
cette propriete permet d'obtenir, non plus des aiguilles microscopiques, 
mais des prismes de dimensions considerables. On pent ainsi transfor- 
mer en cristaux une quantite quelconque de tellure fondu, en lui fai- 
sant subir une volatilisation apparente, semblable a celle qui permet 
d'obtenir le selenium cristallise. 



DU SJBLl^NIUM ET DU T£LLURE, ETC. 



3o9 



NOTES. 



A. 

EXPERIENCES RELATIVES AU DOSAGE DE l'aCIDB Sl^L^HTDRIQUB. 

La melhode qui consisie a mesurer Tacide seleDhydrique par le vo- 
lume du gaz absorbe par la potasse a ete coutrolee par un dosage direct 
du selenium. J'ai employe pour cela des tubes divises par deux etrau- 
glementsaet b [fig. 3), en trois parties A, B» C, dont celle du milieu B 



Fig. 3. 




tA 



^ 



porta une ou plusieurs boules, afin d'augmenter son volume. On chautl'e 
la partie A dans un bain a temperature constante, et, apres un certain 
temps, Tappareil contient un melange homogfene d'hydrog^ne et d'acide 
selenhydrique; on le retire du bain» et, quand il est froid, on separe les 
trois parties A, B, C, en fermant a la lampe les etranglements a et h. On 
analyse, par la methode, en volumes, les deux portions A et G, puis on 
ouvre B sur une dissolution de sonde pure (provenant de la decompo- 
sition de I'eau par le sodium), on mesure le volume du gaz absorbe, 
celui de I'hydrogfene qui reste, et Ton dose le selenium dans la liqueur; 
on trouve ainsi que les trois parties presentent la mSme composition 
en volumes, et que le poids trouve de selenium correspond bien au vo- 
lume du gaz absorb^ par la sonde et regarde comme de Tacide selenhy- 
drique pur. 
Le dosage du selenium pent se faire en dirigeant, dans la liqueur 
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tres-alcaline, un courant de chlore qui transforme le selenium en sele- 
niate dc soude; on fait bouillir longtemps la liqueur avec de Facide 
chlorhydrique en exces, qui rcduit le seleniate k Tetat d'acide s^lenieux, 
et Ton ajoute de I'acide sulfureux. Le selenium se rassemble par Tebul- 
lition; on le recueille sur un filtre, et Ton seche a loo degres; il arrive 
alors que, la plupart du temps, on pent detacher le selenium du filtre 
assez completement pour en faire une pes^e directe et eviter Temploi 
d'un filtre tare. 

On pent aussi ajouter directement a la liqueur alcaline un exces 
d'acide sulfureux, puis d'acide chlorhydrique, et faire bouillir pendant 
un certain temps : la majeure partie du selenium se precipite; on verse 
ensuite une nouvelle quantite d'acide sulfureux, on chaufle de nouveau, 
et Ton recueille le selenium comme precedemment. Les deux procedes 
conduisent a des resultats satisfaisants. 

Dans le tableau qui suit, les nombres calcules Font ete au moyen de 
la densite theorique de Tacide selenhydrique 2,816 = 0,0693 x 4o,7» 
Tequivalent du selenium etant 39,7. i litre d'acide selenhydrique pese 
alors 3*^,64 16, et contient 3«',55a de selenium. 

Volume total Hydrogdne Acide g^nhydrigue Selenium 

du ga«. restant. ^^ cent, cubes, en centi^mes. trour^. calcule. 

!A... 8>7o 5,20 3)5o 4^t2 
C. .. 9,60 5,78 3,82 89,8 ^ 
6... i38,o 81,8 56,2 4^9? o,2o3 0*199 

C. . . 9)10 6,24 2,86 3i,4 

B... i85,o 1^9)0 56,5 3o,5 0,192 0,200 

C. . . 8,3o 5,74 2,56 3o,i 

B. . . 2o5,o i44>o 61,0 2917 0,210 0,216 

C. .. 11,90 7,44 4,46 37,4 

B... i58,7 99»4 ^>3 37»4 o,2o3 0,210 

iC... 9>43 6,65 2,78 ?.8,4 

/B... 210,0 i5o,o 60,0 28,5 0,208 o,2i3 

iA... 6,38 4>o6 2,32 36,3 

jB... i4»3 9»'o 5,i5 36,2 0,017 0,018 

A... 7)20 4>96 ^9^4 3i,i 

B... i5,5 10,7 4>8 3i,o 0,018 0,017 

Je me suis assure que le gaz absorbe par la potasse ou la soude est 



II. 



III. 



IV. 



V. 



VI. 



VII. 
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bien de Tacide selenhydrique pur, exempt d*acide sulf hydrique, qui au- 
rait pu provenir peut-eire d'une action de I'hydrogene ou du gaz se- 
i^ohydrique lui-meme sur le sulfate de soude que le verre peut renfer- 
mer. En chauflant pendant vingl-quatre heures, au rouge sombre, des 
tubes de verre pleins d'hydrogene pur, et les refroidissant brusquement 
apres, le gaz qu'ils renferment n'eprouve aucune diminution par Tac- 
tion de la potasse, et laisse completement blanc, meme apr^s vingt- 
quatre heures de contact, un papier sensible impregn^ d'acetate de 
plomb. D'autre part, si Ton chaufl'e a temperature fixe (44o degres) la 
partie inferieure N {fig. 3) d'un tube T, portant un etranglement m, et 
si, apres avoir separe la portion M qui ne contieut pas de selenium, on 
la porte a son tour un certain temps (douze heures) dans le meme 
bain, on trouve, en analysant les deux parties M et N, que la proportion 
d'acide selenhydrique qu'elles renferment est la meme. Ainsi ni Thy- 
drogcne ni I'acide selenhydrique n'agissaient sur le verre employe dans 
toutes les experiences, verre tres-riche en silice et fusible seulement 
avec une extreme difficulte. 

Entin le compose de selenium et d'hydrogene qui prend naissance 
dans les tubes contient bien, comme Tacide selenhydrique, son volume 
d'hydrogene. Pour le constater, on se sert d'un tube formant une cloche 
courbe, plein d'hydrogene, contenanten a {fig. 4) un morceau d'etain, 

Fig. 4. 




en b du selenium, et Ton chaufle seulement la partie B qui contient le 
selenium; il se forme une certaine quantite d'acide selenhydrique; on 
brise alors la pointe b du tube refroidi brusquement, sous le mercure; 
celui-ci s'elfeve en un point que Ton marque sur le tube, et Ton chauffe 
retain avec une lampe a alcool; le metal fond, s'alt^re rapidement a la 
surface, et Ton voit en outre se produire, de chaque cote de la flamme, 
deux petits anneaux de selenium dus k la decomposition du gaz par 
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I'effet de la chaleur; enfin, au bout d'une heure, on laisse refroidir 
TappareiU et Ton constate que le volume du gaz conteDU dans la cloche 
est identiquement le meme apres qu'avaut la decomposition; on tient 
compte, bien entendu, des variations de temperature et de pression qui 
se sont effectuees entre les deux mesures. 



B. 

EXPl&RIENCES QUI SE RAPPORTENT A LA FORMATION DE L*ACIDE SJ^U^NRTDEIQUE. 

La production de ce gaz a 6te etudiee aux diOerentes temperatures 
comprises entre 200 et 700 degres environ. 

i^ A 2o3 degris. — Les tubes scelles, plonges dans un bain d'huile 
a 2o3 degres, en ont ete retires apres deux cent quatorze heures; le gaz 
traite par la potasse ne diminue pas de volume et ne communique pas 
a ce reactif la coloration rouge qu'il prend au contact de traces d'acide 
selenhydrique. On pent done admettre qu'il ne s'en est pas forme dans 
les conditions de Texperience. 

2** Entre 25o et 325 degris. — line quantite variable de gaz est ab- 
sorbee par la potasse, qui se colore immediatement. Les mesures, ra- 
menees aux memes conditions de temperature et de pression, ont donne 
les resultats qui suivent : 



^ , ^ Volame total 


Hydrogdne. 


HSe forme 




Duree 


I emperaiurc. , 

du gaz. 


en cent, cubes. 


en 


centi^mes. 


de Texperience 


25o** 7 , 3o 


6,80 


o,5o 




6,8 


■94" 


270 a 275° 7,80 


6,86 


o>94 




12,0 


170 


3o5 8,70 


6,77 


i;93 




22,3 


169 


325 7,40 


5,28 


2,l3 




28,8 


i4o 


3250 '5,73 


11,27 


4,46 




28,3 


140 



3*^ A 35o degrSs. — Les tubes sont mainlenus a cette temperature 
dans la vapeur de mercure bouillant avec les appareils que ]\1M. H. Sainte- 
Glaire Deville et Troost emploient pour les densites de vapeurs. Le vase 

(') Tube partiellement chauff^, les autres enti^rement. 
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qui coDtient le mercure est ferme par un couvercle muni de tubes de 
fer perpendiculaires a sa surface, et plongeant dans la vapeur; les tubes 
de verre qui renferment Thydrogene et le selenium sont places dans ces 
etuis, et, quand Texperience est terminee, on les retire brusquement 
a Taide d'un fil de fer auquel ils sont fixes : 





Volume total 


w-w 1 % 


HSe forme 


k 




Duree 


ip^rature. 


du gaz. 


Hydrogene. 


en cent, cubes, en 


centi^mes. 


de rexperiencc. 


35o° 


149OO 


9,60 


4,4o 


3., 4 


10^ 


D 


7>47 


4,98 


2,49 


33,3 


24 


D 


13,70 


9»oi 


4*70 


34,3 


25 


)) 


7,02 


4,45 


2,57 


36,6 


44 


J> 


10, 5o 


6,70 


3,80 


36,2 


45 


» 


9»7o 


6,20 


3,5o 


36,1 


45 


J) 


6,24 


3»97 


2,27 


36,3 


48 


D 


6,3i 


3,92 


2,39 


37,8 


69 


» 


7,32 


4,60 


2,72 


37,0 


74 


»(') 


7,60 


4>72 


2,88 


37,8 


96 


»(') 


8,3o 


5,20 


3,10 


37,3 


96 



4® A 440 degrds. — Les tubes sont portes a cette temperature dans 
la vapeur de soufre bouillant. L'appareil est le meme que celui qui pre- 
cede; on opere d'ailleurs de la meme fa^on : 



Temperature. 


Volume total 


Hydrog^ne. 


HSe form^ 


_, 


Dur^e 

lit » • 






du gaz. 




en cent, cubes. 


en 


centi^mes. 


de rexpencDC*. 


44o» 


8,80 


4,80 


4,00 




45,4 


l5'' 


D 




6,62 


3,63 


2'm99 




45,2 


i5 


D 




4,20 


2,l5 


2,o5 




48,8 


21 


X> 




8,08 


4,o3 


4,o5 




5q,i 


«9 


D 




8,00 


3,90 


4,10 




5l,2 


69 


D 




5,28 


2,55 


2,73 




5i,7 


1 65 


)) 


(') 


740 


3,60 


3,80 




5i,3 


69 


» 


(*) 


16,18 


7>9' 


8.29 




5i ,2 


201 



5® Entre 490 et 620 degrds, — Les tubes soumis a Texperience etaient 
places dans des etuis de fer enfonces dans un bain de sable; on calcu- 
lait approximativement la temperature au moyen du volume de Tair 



(Mf (')t (') 6^ (^) 'I'ubcs partiellomont chauff^s, ies autres enti^rement. 
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reslant dans un reservoir de capacite connue, effile en pointe, place 
dans 1*1111 de8 etuis de fer, et que Ton fermait a la lampe au moment 
oil Ton retirait les autres tubes : 



ToniiM'Tatiiro Voliimo totnl „ , . ^ 
' Iiydrogono. 

Approxhnulivc. du (;nz. 



5()o" 5.';i5 a,ci6 3.iq 60,7 i6*» 

fJiu) 31.44 0,00 I ,DO OJ,Q 22 

5 
3 
3 

4 






5,25 


2,06 


».44 


0,88 


5,(k{ 


3,14 


5,4a 


3,14 


5,()o 


3.:>3 


5,12 


' .«)3 



HSe forme 




int. cubes. 


en < 


:enti^m 


3,19 




60,7 


1,56 




63,9 


2,5o 




44,3 


2,28 




42,0 


2,37 




42,3 


2,19 




42,7 



Darec 



(i" Enire :mh) ei 700 degrds. — Je me suis servi d'une petite eluve a 
air ohaud seaiblable s\ cellc que MM. Troost et Hautefeuiile ont employee 
tlans leurs recherches sur le paracyanogene [Comptes rendus^ t. LXVI, 
p. 79(>), et dont la temperature etait evaluee avec un pyrometre k air. 
O dernier etait destine a indiquer plutot qu'a mesurer la temperature, 
ot surtout a oviter de depasser le ramollissement du verre; il ne donnait, 
d'une maniere e\acte, que 4/10 degres* temperature a laquelle les deux 
niveaux du mercure dans le manometre etaient sur un meme plan ho- 
rizoutaL l^es lubes etaient, comme d*habitude, en verre vert, extreme- 
ment pen fusible et pouvant supporter une temperature voisine de 
7iH> degres> on ne se deformant qu*a peine sous la pressiou des gaz con- 
lenus ^ leur interieur. L'ouverture de Teluve, situee a sa partie supe- 
rieure et termee par un tampon d'amiante, permettait de retirer les 
tubes u Paide de tils de ter pour les refroidir rapidement : 

rouiiH^r;*tut\'» Volume toUl ,, , HSe toime Dur«< 

en c^fut. cub«». eu c<ntiem««. *** ' *2k|.«rwn«.*e. 

3. 1 3 4^,1 2^ 

2>^j 4v>,o s 

^,43 47,0 3 

i.cK^ 46,7 42 

'77 47-3 43 

i^i 46,4 42 

j:,6C> 4^^«^ ' 

3*33 4 5% 3 3 

.>*»^ 43,1 .1 

3>5i 4^^^ - 



;>^iv»VimJlU\0. 


du ^;a«. 


• w 


55i»» 


ii^5i 


.i.38 




** 


J, 65 


u 


^''\ 






i*i>6 


2,10 


>> 


5.:4 


»>i>: 


CKK* 


5,M 


N7v> 


»> 




.>»i4 


** 


J 


4.0* 


•v\jV> 


:.tv» 


4%3^ 


* 


?►,« I 


4*w 
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L'cnsemble de ces resultats permet de conclure que la proportion 
d'acide selenhydrique forme va en augmentant quand la temperature 
s'eleve jusque vers 5oo degres, pour diminuer au dela, et que, de plus, 
la quantile obtenue varie, dans certaines limites, avec la duree de Texpe- 
rience quand on opere a des temperatures peu elevees. 



C. 

EXPERIENCES COHPAUATtVES AYANT RAPPORT A LA D^ICOMPOSITIOX DE L'ACIDE S^L^NUYDRIQUK 

SOUS l'inpluence de la CHALEUR. 

Dans toutes ces experiences, les nombres de la premiere colonne re- 
presentent le volume total du gaz analyse; ceux de la seconde, le volume 
de rbydrogene libre que ce gaz renferme; les deux colonnes suivantes 
expriment la quantitc d*acide selenhydrique forme, en centimetres 
cubes dans la troisieme, en centiemes dans la derniere. 

i*^ Tubes chauffes dans le soufre bouiliant a 44^ degres pendant cent 
quarante heures : I, refroidi brusquement; II, chauffe dans Thuile a 
1 55 degres pendant deux cent quatorze heures : 

I 4^4^ 2 , 20 2 , 20 5o , O 

II 7>oo 4,4i 2,59 37,0 

n^ Tubes chauffes a 44^ degres pendant vingt-quatre heures : I, re- 
froidi brusquement; II, chauffe enlicrement dans I'huile a 2o3 degres 
pendant cent soixante-huit heures; III, chauffe partiellement dans le 
bain a 2o3 degres pendant cent soixante-huit heures : 

1 6,38 4»o6 2,32 36,3 

II 6,10 4>4> ' >^9 27 >8 

III 6,5o 4»7<^ ^9^^ ^7>4 

3^ Tubes chauffes au bain de sable vers 620 degres pendant trois 
heures : I, refroidi brusquement; II, chauffe dans Thuile a 2o3 degres 
pendant vingt-quatre heures seulement : 

1 5,42 3,i4 2,28 ^^fO 

II 5,48 3,34 2,14 39,0 

40. 
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4^ Tubes chaufTes au bain de sable vers 620 degres pendant trois 
heures : I» refroidi brusquement; II, chaufle dans Thuile entre 2o5 et 
218 degres pendant vingt-cinq heures : 

1 5,60 3,23 2,37 4^|3 

11 6,70 4>^^ ^>58 38,5 

5** Tubes chauffes au bain de sable vers 600 degres pendant cinq 
heures : I, refroidi brusquement; II, chaufle dans Fhuile entre 21 5 et 
225 degres pendant vingt-quatre heures : 

1 5,64 3,i4 2,5o 44)^ 

11 7910 4)6^ 2»4^ ^^4 

6^ Tubes chaufl'es dans la vapeur de mercure a 35o degres pendant 
quarante-quatre heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi brusque- 
ment, puis chaufl'e dans I'huile entre 245 et 255 degres pendant vingt- 
sept heures; III, refroidi brusquement, puis chaufl'e dans Thuile entre 
245 et 255 degres pendant soixante-douze heures : 

1 7,02 4>4^ 2*57 36,6 

II 6,74 4,90 1,84 27,3 

111 6,38 4,81 1,57 24,6 

7** Tubes chaufles dans la vapeur de soufre h 44^ degres pendant 
cent deux heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi lentement: 
in, chaufl^e vers 600 degres pendant trois heures, puis refroidi brusque- 
ment; IV, refroidi, puis chaufl'e vingt-quatre heures dans Thuile entre 
245 et 255 degres, et refroidi brusquement apres : 

i 3,98 1,95 2,o3 5i,o 

II 4*69 2,94 1,75 37,5 

111 4»27 2,3o 1,97 46»<^ 

IV 5,29 3,82 1,47 28,1 

8** Tubes chaufl'es a 44o degres pendant soixante-neuf heures : I, re- 
froidi brusquement; II, refroidi brusquement, puis chaufle cinq heures 
dans rhuile entre 245 et 255 degres : 

1 8,08 4>o3 4»o5 5o,i 

11 .. 6,80 3,60 3,20 47*^ 
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9® Tubes chaufTes vers 600 degres pendant dix heures : 1, refroidi 
brusquement; II, chauffe dans Thuile entre 270 et 276 degres pendant 
centsoixante-dix heures; III, chauffe en partie seulement a 170-175 de- 
gres pendant cent soixante-dix heures : 

I ^990 3,63 2 9 ^7 38,5 

II 5,3o 4)^^ 1 9^7 20, a 

III 6,40 5,10 i,3o 20,3 

10® Tubes chauffes k 44o degres pendant cent vingt heures : 1, re- 
froidi brusquement; II, chauffe dans Thuile a 3o5 degres pendant cent 
vingt heures : 

1 49 4^ 2,20 2,20 5o,o 

II 7>>o 5,49 i>6i 22,6 

II® Tubes chauffes vers 600 degres pendant dix heures : I, refroidi 
brusquement; II, chauffe dans Thuile a 325 degres pendant cent qua- 
rante heures : 

1 5,80 3,45 2,35 409^ 

II 6,40 4,55 1,85 28,9 

12® Tube a boules chauffe par la partie A a [\[\o degres pendant qua- 
rante-huit heures : I, partie C separee; on chauffe apres cette separa- 
tion la meme partie A dans Thuile a 325 degres pendant deux cent qua- 
rante heures; II, partie A; III, partie B : 

1 8,10 5,00 3,10 38,2 

II 9,43 6,65 2,78 28,4 

III 210,0 i5o,o 60,8 28,5 

1 3® Tubes chauffes dans Tetuve a air a 600 degres environ pendant 
deux heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi lentement (cetube 
est tapisse a Tinterieur de houppes de cristaux de selenium); III, porte 
chaud dans la vapeur de mercure a 35o degres, et refroidi brusquement 
trente heures apres : 

1 7935 4>o^' 3,33 4^93 

II 7,i3 4>^o ^»^^ ^5,4 

III 7916 4i5i 2,85 37,0 
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1 4® Tubes chauffes dans Tetuve k air vers 55o degres pendant deux 
heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi lentement; III, porle 
chaud dans la vapeur de mercure a 35o degres el retire apres dix-huit 
heures : 

1 6,5i 3,38 3,i3 48,1 

II... 5,89 3,62 2,27 38,5 

III 6,32 ^>9^ ^}4^ ^7>9 

15*" Tubes chauffes quarante-huit heures a 35o degres : I, refroidi 
brusquement; II, refroidi lentement : 

1 6,00 3,63 2,36 39*^ 

II ^9^7 ^)7^ '984 33,0 

16** Tubes chauffes deux heures vers 65o degres : I, refroidi brus- 
quement; II, refroidi lentement, il est tapisse de cristaux : 

1 8,11 4>6o ^y5i 43>^- 

II 8,11 ^9^9 ^'>7? 33,5 

17*^ Tubes chauffes a 35o degres pendant soixante-quatorze heures : 
I, refroidi brusquement; 11, porte chaud dans la vapeur de soufre a 
440 degres, et refroidi brusquement apres quarante-huit heures : 

1 7>32 4)^ 2,72 37,0 

II 7>9o 3,96 3,94 49,8 

18® Tubes chauffes dans Tetuve a air vers 56o degres pendant trois 
heures : I, refroidi brusquement; II, porte chaud dans la vapeur de 
soufre a 44^ degres, et refroidi brusquement apres dix-huit heures : 

1 5,17 2,74 2,43 47,0 

II 5,71 ^>93 2 978 48 >6 

19** Tubes chauffes vers 58o degres pendant trois heures : I, refroidi 
brusquement; II, refroidi lentement; III, chauffe vers 65o degres pen- 
dant trois heures, puis refroidi brusquement : 

1 5,18 2,65 2,53 48,8 

II 6,18 3,93 2,i5 M97 

III 6,69 3,72 2,97 44,4 
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On deduit de toutes ces experiences les conclusions enoncees rela- 
tivement a la decomposition de Tacide selenhydrique et a la maniere 
dont varie sa dissociation. 



D. 

EXPERIENCES RELATIVES A l'iNFLUENCB DES CORPS POREUX ET DE LA PRESSION 

SUR LA FORMATION DE L'aCIDE SELENHYDRIQUE. 

Influence des corps poreux, — La seule matiere employee a ete la 
pierre ponce calcinee prealablement dans un courant d'hydrogene. On 
operaif compara tivement sur deux tubes, dont Tun portait un etrangle- 
ment a {Jig. 5), soutenanl des fragments de ponce A, afin que celle-ci 

Fig. 5. 



% 



h 

Tut au contact seulement du melange gazeux et non du selenium fondu b. 
Les deux tubes, retires du bain au meme instant, etaient refroidis brus- 
quement de la m^me maniere. Les nombres qui suivent representent : 
ceux de la premiere colonne, le volume total du gaz analyse; ceux de la 
seconde, le volume de Thydrogene libre que cegaz renferme; ceux des 
deux dernieres, le volume de Tacide selenbydrique forme, evalue en 
centimetres cubes dans la troisieme, en centiemes dans la derniere. 
i"" Tubes chauffes au bain d'huile a 260 degres pendant quarante 
et une heures. (Dans tons les nombres qui suivent, I est le tube sans 
ponce, II le tube avec ponce) : 

1 4,88 4,61 0,27 5,6 

II 4*37 4»<^2 0,35 8,0 
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2^ Tubes chaufTes au bain d'huile entre 290 et 296 degres pendant 
quarante-six heures : 

1 5,78 5,09 0,69 11,9 

n 7>'4 5,97 1,17 16,3 

3*^ Tubes chauffes a 35o degres pendant quarante-huit heures : 

1 6,24 3,97 2,27 36,3 

II 6,00 3,63 2,36 39,3 

4"" Tubes chauffes a 44o degres pendant quinze heures : 

1 6,62 3,63 2>99 45>2 

II 4,98 4,o5 2,33 46,8 

5^ Tubes chauffes a 44^ degres pendant soixante et une heures : 

1 4'^^ 2, 1 5 2,o5 43 >^ 

II 4*78 2,35 2,43 5o,8 

6*^ Tubes chaufTes a 35o degres pendant soixante-neuf heures : 

1 6,3i ^992 ^9^ 37,8 

II 5,27 3, 14 2,i3 4<^94 

Ce dernier nombre 4o»4 est un pen superieur a celui que Ton trouve 
en chauffant, dans le mercure a 35o degres, un tube contenant plus 
d*acide sel^nhydrique qu'il n'en pent exister a cette temperature; cela 
tient a ce que la ponce eleve un peu la quantite de ce gaz qui peut 
exister a 35o degres. Si Ton prend en efTet deux tubes avec ponce 
chaufTes tons deux d'abord k 44^ degres, et que, refroidissant Tun 
brusquement, on chaufTe Tautre a 35o degres, on trouve les nonobres 
qui suivent : 

7^ Tubes contenant de la ponce et chauffes quarante-huit heures 
a 440 degres : I, refroidi brusquement; II, porte dans la vapeur de 
mercure a 35o degres, et refroidi brusquement apres vingt-sept 
heures : 

1 4>^ 2,64 2,21 4^>4 

II 4»74 2,84 1,90 40,0 
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D'apres les nombres qui precedent, on voit que la ponce a pour effet 
d'augmenter un peu la quantite d'acide selenhydrique qui se forme a 
une temperature donnee, et que son influence se fait de moins en moins 
sentir a mesure que la temperature s'eleve davantage. II n'y a done au- 
cun avantage a s'en servir quand on veut combiner directement le se- 
lenium et rhydrogene, sauf peut-etre dans le cas particulier oil Ton 
tiendrait a operer au-dessous de 3oo degres. 

Influence de lapression. — On constate cette influence en comparant 
entre eux deux tubes prepares et chaufies dans les memes conditions, 
mais dans lesquels I'hydrogene a ete introduit a des pressions difl'e- 
rentes : 

i'' .Tubes chaufi(^s a 35o degres pendant trente-huit heures : 

Volume total Pression h Se forme 

Hydrogenc. de I'hydrogene ^ — ^i ^ 

^*'* introduit. en cent, cubes, en centi^mes. 

I, 4*76 3,43 520"" 1,33 29,5 

II 8,70 5,88 940 2,82 32,4 

2^ Tubes chaufi'es a 44^ degres pendant quarante-huit heures : 

J 4,69 2,54 5o6»" 2,i5 45,8 

II 6,94 3,69 940 3,25 4^9^ 

Ces experiences donnent un resultat comparable k celui que fournis- 
sent les precedentes; Taugmentation de la pression dans le rapport 
de 2 a I accroit l^gerement la quantity d'acide selenhydrique produit 
a une certaine temperature, et, comme avec la ponce, c'est a la tempe- 
rature la moins elevee que cette influence parait se faire sentir da- 
vantage. 
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DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPBMES 

DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE; 
Par M. G. DARBOUX, 

ANCIEN iSL^VE DE l'^GOLB NORMALB, PROFBSSEUB AU LYG^E LOUIS -LE-GRAND. 



La theorie des tetraedres et des distances mutuelles des points dans 
le plan et dans Tespace doit a un grand non)bre de Geometres des ibr- 
mules elegantes etablissant des relations entre les aires, les volumes, 
les distances se rapportant aux groupes geometriques consideres. Plu- 
sieurs equations importantes, dues a Euler, Legendre, Lagrange, Car- 
not, Gauss, Joachimsthal, Cayley, Sylvester, V. Staudt, Siebeck, etc., 
ont ete developpees et demontrees par M. Baltzer dans son Traite des 
determinants, Ayant eu a m'occuper d'une question relative a deux te- 
traedres, je me suis aperQU qu'il pouvait y avoir, dans bien des cas, avan- 
tage a considerer ces formules, en les rattachant a certaines formes ho- 
mogenesqui se presenlent naturellement dans cette theorie. 

Par exemple, pour le tetraedre, cette forme homogene est celle qui, 
egalee a zero, representerait la sphere circonscrite. Pour les questions 
relatives a deux groupes dc points, les formes homogenes contiennent 
deux series de variables independantes; elles sont de la classe de celles 
qui, egalees a zero, definissent la correlation de deux figures. Alors 
les equations connues, et d'autres peut-etre nouvelles, se deduisent de 
la consideration des invariants et des covariants de ces formes. 

Dans la premiere Partie, j'etudie specialement les questions relatives 

4i. 
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a un seul tetrafedre. Quelques developpemeuts se rapportent k ud triangle 
romarquable, qui a pour cotes les trois produits des aretes oppos^es du 
tetra^dre. Ce triangle adjoint, qui intervient dans la discussion de tout 
tetraedre, a ete considere aussi par Joachimsthal et MM. Baltzer et 
V. Staudt. II demeure invariable quand on efTectue une transformation 
par rayons vecteurs reciproques; il est loujours possible, quand le te- 
traedre existe, et ne se reduit a une ligne que si la sphere circonscrite 
au tetraedre se reduit a un point, comme Ta rnontre M. Cayley dans un 
elegant article insere aux Annali di Matematica, t. 1 (*). 

A la fin de la premiere Partic, je fais usage d'une importante notion 
relative aux cercles, et qui me parait due a M. Chasles. Get illuslre geo- 
metre Ta proposee dans la Geometrie superieure et dans la Thdorie des 
coniques spheriques homofocales [Journal de M. Liouville, t. V, 2* serie). 
Employee par M. Cayley, dans I'article deja cite, reprise dans ces der- 
niers temps par M. Laguerre [Bulletin de la SocieU Philomathique^ 1870, 
et Nouvelles Annates de Mathematiques^ 1872), elle me parait meriter 
qu*on lui donne la premiere place dans la theorie geometrique du 
cerclc. 

Etant donne un cercle dans Tespace, par ce cercle, on pent toujours 
faire passer deux spheres de rayon nul A, A', dont nous appellerons 
les centres y&jery du cercle. II est clair qu'un cercle est determine par 
ses deux foyers. II suttit, au contraire, d*un seul de ces points pour de- 
terminer un cercle situe dans un plan. Je montre, dans la premifere Par- 
tie, comment la consideration des foyers du cercle permet de retrouver 
la belle solution de Gergonne, et plusieurs autres solutions du probleme 
des contacts des cercles. 

Dans la deuxieme Partie se trouvent etablies les formules relatives a 
deux groupes de quatre spheres, deux tetraedres, deux groupes de 
n spheres ou de n points, n etant quelconque. Peut-elre n'avait-on pas 
eu ridee de traiter pour les spheres quelques-unes des questions que 
j'examine : equation de la sphere orthogonale a quatre autres, rayon 
de cette sphere, relations entre les angles des spheres et des cercles, 
condition pour que cinq spheres soient orthogonales a une meme 
sphere, etc. Les formules etablies pourraient se demontrer directement; 

( ' ) Sur le theoremc de M, Case/, par M. Cayley. 
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il m'a paru interessant d'en conserver le lien avec ia th^orie des formes 
homogenes du second degre. 

Dans la troisi^me Partie se trouvent quelques applications des for- 
rnuies qui ont ete donnees dans les Parties precedentes. Je reprends les 
constructions geometriques, pour donner des solutions simples des 
problfemes suivants : construire un cercle coupant trois cercles donnes 
sous des angles donnes; construire un cercle coupant sous des angles 
egaux quatre cercles donnes ou ayant, avec quatre cercles donnas, une 
tangente commune de meme longueur, etc., et des probl^mes ana^ 
loguesrelatifsaux spheres. La solution desmemesprobl^mesestensuite 
donnee analytiquement comme consequence des formules ^tablies. 

Entin, dans les dernieres pages, se trouve etablie une formule que 
j'avais rencontree incidemment, et qui lie les puissances d'un point par 
rapport a cinq spheres. Cette equation est homogenc et du second degre ; 
j'en ai reserve Texamen et les consequences pour une etude developpee 
dont j'ai deja public, en partie, les resultats, et qui se rapporte a toul 
systeme de coordonnees homogenes dans lequel on emploie, pour de- 
terminer un point, cinq coordonnees homogenes liees par une equation 
du second degre. 



PREMlfiRE PARTIE. 



I. 

Soient a?,,/,, z,-, (i = i, 2, 3, 4) les coordonnees des sommets d'un 
tetraedre, et supposons que les axes choisis soient rectangulaires, Tori- 
gine des coordonnees etant au centre de la sphere circonscrite. Si Ton 

designe par R le rayon de cette sphere, et par y» y' ^ les coordonnees 

rectangulaires d'un point quelconque de Tespace, Tequation de la 
sphere sera 

(i) X»-t-Y»-hZ'-R'r=:o; 
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puisque les sommets du tetraedre sont sur la sphere, on a 

(2) a:f-hJ?-4-2?-R»=o. 

Cela pose, effectuoDs une transformation de coordonn^es, et exprimons 
Tequation de la sphere en coordonnees tetra^driques, en prenant pour 
tetraedre de reference precisement celui qui est forme par les quatre 
points donnas, et auquel se trouve circonscrite la sphere consideree. 
Mais il faut preciser encore, car le tetraedre de reference ne suffit pas 
a la determination d'un systeme de coordonnees. 

Tons les systemes de coordonnees homogenes qui correspondent a 
un meme tetraedre de reference ont entre eux, comme on sait, les rap- 
ports les plus etroits. On passe de Fun quelconque de ces systemes a 
tons les autres, en multipliant les coordonnees par des nombres quel- 
conques, mais fixes. Parmi tons ces systemes, en nombre illimit^» deux 
peuvent etre consider^s comme les plus importants et les plus simples. 

L'un, qui est le plus souvent adopte, est celui dans lequel on prend 
comme coordonnees les perpendiculaires abaissees d'un point sur les 
quatre faces du tetraedre (ou plutot, comme les equations sont homo- 
genes, des quantites quelconques, qui sont dans les memes rapports 
que ces perpendiculaires). 

Le second mode de determination, moins employe que le premier, 
nous parait cependant plus propre a faire ressortir la veritable nature 
des coordonnees homogenes. Utilise d'abord par Lagrange, dans son 
Memoire sur les pyramides, il a surtoul ete developpe par Mobius. Etanl 
donne un point, on pent toujours le considerer comme centre de gravite 
de quatre masses i^i placees au sommet du tetraedre, et dont les rap- 
ports seuls sont determines. Les coordonnees du point sont alors les 
quantites a, qui sont entre elles comme les volumes des quatre tetra- 
edres qu'on pent former avec le point variable, et chacune des faces du 
tetraedre de reference. Ainsi, dans ce nouveau systeme, un point est 
determine par les rapports respectifs des volumes affectes de signes de 
quatre tetraedres, il est considere comme cenlre de gravite de quatre 
masses fjt,, et la relation qu'a ce mode de determination avec les theo- 
remes de la Statique le rend extremement precieux, et le place, comme 
importance, sur le meme rang que le systeme ordinaire, oil Ton deter- 
mine le point par ses distances aux faces. 
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Nous supposerons done ici qu'on ait choisi le systeme de Lagrange 
et de MdbiuSy et nous allons chercher I'equation de la sphere circon- 
scrite en fonction des quantites fii. 

D'aprfes les formules relatives au centre de gravite, nous obtenons 
immediatement les equations 



(3) 






en portant ces valeurs de X,..., T dans Tequation de la sphere, on ob- 
tiendra, en tenant compte des Equations de condition (a), 

— lfjiifjLj[(Xi — xjY -f- (Xi —XjY -h (Zi — ZjY] = o, 

ou, en designant par d^^ le carre de la distance des deux points i^y, 



(4) 



— ld(j[iiyL, = o. 



Cette equation de la sphere en coordonnees homogenes est privee des 
Carres des variables, et ses coefficients ont une forme extremernent 
simple, qu*on ne retrouverait pas avec un autre choix de coordonnees. 
Cela pose, comme le premier membre de Tequation devient, sans mo- 
dification, le premier membre de T^quation (4)» le hessien de la pre- 
miere equation sera reproduit, multiplie par le carre du determinant 
de la substitution (3). En ecrivant ce r^sultat, nous aurons 
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Le determinant de la substitution est egal, d'apr^s une formule con- 
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tiiir, ii Mix fbifl Ic volume V du tetraedre considere; Tequation prece- 
iltMili* prundni done la forme 
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= -(94RV)% 



lormulo duo ii Carnot, et dont le premier membre a ete mis sous la 
lormo d*un dtUoraiinant par Joachimsthal. 

Lu oousidoratioii des contrevariants donne une nouvelle equation. On 
Auii (]u*oiant donno un polynome homog^ne 



(i\\ 



la^XiXj 



du soiond dogrt>, et deux polynomes 
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t^M uu couirt'X'ArMUl qui $^ rt'produil muUipIie p^r le carre du deter 
luuuul de U $uh$titutiv>a. Calculous ce coutrevvtaat : 

r' IVur W deu\ plaa;;^ iviucideut:^ dont les e^u^tioos soat 
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En appliquant la proposition que nous venons de rappeler, nous ob- 
liendrons I'equation 



(9) 
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C'est la formule connue qui donne le volume d'un tetraedre en fonction 
des aretes, et que Euler a publiee dans les Commentaires de SainUPd- 
tersbourg. 

Nous ferons remarquer que la maniere dont nous Tobtenons indique 
une definition des volumes analogue a celle que M. Cayley a donnee pour 
les distances. Le volume serait, a un facteur numerique pres, la racine 
carree du contrevariant forme avec Tequation (3) de la sphfere circon- 
scrite au tetraedre, et avec celle du plan de Tinfini. 



II. 

Dans son Memoire sur les pyramides, Lagrange s'etait propose de 
determiner le tetraedre de volume maximum parmi ceux dont les faces 
ont des aires donnees. M. Borchardt, qui a repris cette question (*), et 
qui en donne une solution des plus elegantes (^), a indique quelques 
theoremes d'analyse que nos formules interpretent et rendent geometri- 
quement evidents. Par exemple le theoreme suivant : 

Pour qijUun titraidre soil possible as^ec six arStes yjdi^ , ilfaut et it suffit 

que la forme quatemaire 

1 — dniJLifn 

se change en une forme definie positive quand ony dbrmne une des va- 
riables par V equation 

f^i -+- fXj -f- /:xs -f- fx* = o, 



(') Memoire s de V Academic de Berlin y i865 et 1866. 

(*) Voir aussi, dans les Nomelles Annates de Mathematiquesy d'importants Iravaux an- 
t^rieurs dus k MM. Painviii, Paul Serret, Lebesgue. 

Annulet de I'tcole Normale. a* S«rie. Tome I. 4^ 
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qui a 6te indiqu6 par M. Borchardt» rcsulte naturellement de notre 
methode, car la forme quaternaire egalee a zero repr^sente la sphere 
circonscrite au tetraedre. L'equation du premier degre 

represente le plan de rinfini, et comme ce plan ne coupe pas la sphere, 
la forme quaternaire devient une forme definie positive transformee de 



par la substitution (3), avec Thypothese 

2|uii = 0. 

L'equation de la sphere circonscrite se prete bien aussi k I'etude d'une 
autre question : recherche des conditions sous lesquelles les arAtes opposdes 
d'un tdtracdre sont perpendiculaires . Etant donnees deux droites joi- 
gnant Tune deux points A|, Aa> Tautre les deux autres points A^^, Av* 
on demontrera sans peine la formule 

(10) AiAkXAifXkf cos V A, A*, Ai'Akf) = da* -+- dw — duf — dn^ 

et, par consequent, pour que les droites considerees soient perpendi- 
culaires, il faut et il suffit que Ton ait 

dii' -h dkv = diki -\- difi. 

Appliquant ces conditions aux aretes opposees du tetraedre, on trou- 
vera 

(11) e/„ -h rfs* = dii -+- du = rfu H- dw 

On voit qu'il suffit que deux couples d'aretes opposees soient perpen- 
diculaires pour qu'il en soit de meme de celles du dernier couple. 

On arrive aux memes resultats en exprimant qu*il y a une sphere coo- 
juguee au tetraedre. En effet, Tequation de toute sphere sera evi- 
demment 

s'il y a une sphere conjuguee au tetraedre » on pourra disposer des 
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quantit^s ^i de telle maniere que les rectangles disparaissent, et I'on 
devra avoir par consequent 

('3) dik = Vi-hVk 

pour toutes les valeurs distinctes de i et de k, Ces formules entrainent 
les relations (i i), et Tequation de la sphere conjuguee au tetraedre de- 
viendra 

Les formules (i 3) d'une forme si simple nous conduisent a examiner 
la question suivante : 

Quels sont tous les sys times de points dans Vespucepour lesquels la dis- 
tance de deux points i, k s^ exprime par les formules (i 3). 

Ces formules expriment, evidemment, d'aprfes la remarque faite plus 
haut, qu'etant donnes deux points i, k^ et deux autres points i\ k\ dis- 
tincts des premiers, la droite ik sera perpendiculaire a i'k'. Done, si 
dans le systeme des points consideres on en isole deux, ^, k, toutes les 
droites joignant les autres points devront etre perpendiculaires a la 
droite ik\ il faudra done que tous les points, moins deux, soient dans 
un meme plan. Done : i^ le nombre total des points ne pourra depasser 
cinq; o? ces points formeront un systeme dans lequel chacun d'eux sera 
le point de rencontre des hauteurs du tetraedre forme par les quatre 
autres. On voit que la symetrie est complete entre ces cinq points. 

Si de chacun d'eux comme centre avec un rayon egal a \/vi pour le 
point I on decrit une sphere, on obtient cinq spheres, et les equa- 
tions (i3) expriment que deux quelconques de ces spheres sont ortho- 
gonales. Ainsi les cinq points forment les centres de cinq spheres or- 
thogonales, et d*ailleurs, en exprimant qu'il y a entre leurs distances 
la relation qui lie cinq points de Tespace, on aura I'equation 

, tr . I I I I I 

fi t'a Cj ('4 Vs 

qui a lieu entre les carres des inverses des rayons des cinq spheres, 
(^ette equation montre que, si les centres des cinq spheres peuvent etre 
reels, quelques-uns des rayons, un au moins, ont leur carre negatif. 

42. 
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III. 

EnfiD nous ferons des formules precedentes unc autre application, 
et nous chercherons la condition pour qu'un quadrilatere gauche ait 
ses quatre cotes sur une surface de revolution du second degre. Une 
surface de revolution etant inscrite a une sphere, I'equation d'une telle 
surface pourra toujours s'ecrire 

Exprimons que cette surface contient toutes les aretes du tetra^dre pro- 
pose autres que 12 et 34- Dans I'equation (16), les differents termes 
autres que jx,, jxs, fx,, JX4 devront s'annuler, ce qui donne les equations 

on doit excepter dans cette derniere equation les deux systemes de 

valeurs 

1 = 1, A- = 2, 

1 = 3, A* = 4; 
on a done 

± sfdU = w^ — 0/3, ± sidn = «;, — tv, , 
±: v^ = iv, — (V4, ± sfd^i = <v, — iV4 , 

et, par consequent, Tequation de condition entre les longueurs des 
quatre cotes sera 

(17) ± v/rf,5 d= v^Ju —±si^,±sl'iUi. 

Done : 

Pour quun quadrilatere gauche ait ses quatre cdtis sur une surface de 
revolutions ilfaut et il suffit que la somme de deux quelconques de ses cdtes 
soit egale a celle des deux autres, 

C'est la meme condition que Steiner a donnee pour qu'un quadrila- 
tere plan soit circonscrit a un cercle, et Ton pent d'ailleurs demontrer, 
par la Geometric, que cette condition est remplie pour tout quadrila- 
tere gauche situe sur une surface de revolution. Car, si I'on projette les 
generatrices sur le plan du cercle de gorge, le quadrilatere gauche se 
projette suivant un quadrilatere circonscrit au cercle de gorge, et comnie 
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les cotes de ce quadrilatere sont egaux a ceux du quadrilatere gauche, 
tous diminues dans la meme proportion, la relation demontree par 
Steiner pour le quadrilatere plan s'etend au quadrilatere gauche, situe 
sur la surface de revolution. 

La remarque prec^dente nous amene a completer une analogic entre 
les coniques planes et les surfaces de revolution du second degre ayant 
deux foyers reels. 

On sail que les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux foyers 
d'une conique a deux points A, B de cette conique sont tangents a un 
cercle ayant pour centre le pole de la droite AB. De meme 

Les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux foyers d'une surface 
de revolution a deux points A^ B de cette surface sont tangents a une in- 
finiti de spheres ayant leurs centres sur la droite polaire de AB, et ces spheres 
envehppent une surface de revolution ayant pour axe la polaire cfe AB, 
pour foyers {imaginaires) les points d^ intersection de la surface et de cette 
polaire f et enfin contenant les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux 
foyers aux points A, B. 

Les quadrilatcres gauches que nous avons etudies ici se distinguent 
des autres par la propriete suivante. En general, etant donne un qua- 
drilatere quelconque, il y a seulement huit spheres tangentes a ses 
quatre cotes. Les points de contact de ces spheres s'obtiennent sans dif- 
ficulte, et leurs centres sont a Tintersection des quatre couples de plans 
bissecteurs des angles du quadrilatere. Les quadrilateres que nous 
avons rencontres ici sont, au contraire, tangents a toute une suite de 
spheres, et ces spheres sont celles qui sont inscrites dans la surface de 
revolution contenant leurs quatre cotes. 

IV. 

On connait les propositions remarquables auxquelles donne lieu, 
dans un triangle, le cercle des neuf points. Prouhet, dans un article ele- 
gant insere aux Nouvelles Annales, 2® serie, t. II, p. i32, a donne des 
theoremes relatifs a une sphere des douze points, dans le tetraedre 
dont les hauteurs se rencontrent. Nous allons indiquer, dans ce te- 
traedre, plusieurs spheres analogues au cercle des neuf points. Cher- 
chons la condition pour que les milieux des six aretes d'un tetraedre 
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donne soientsur une meme sphere. Reprenons Tequation donnee d*une 
sphere, rapportee a ce tetraedre, 

— 2ldik[JLiiMk ■+■ iliJ.i){l Villi) = o; 

il faut voir si Tod peut determiner les quatre quantit^s Vi, de maniere 
que la sphere contienne les six points milieux. Pour un de ces points 
on a, par exemple, 

et, par suite, on aura les equations de condition 

dik = Vi'h Vkf 

qui expriment qu'il doit y avoir une sphere conjuguee au tetraedre; 
alors {'equation de la sphere contenant les milieux des six aretes sera 

Cherchons Tintersection de cette sphere avee Tune des aretes, par 
exemple avec celle definie par les equations 

as =r |Ul4 = o, 

on trouve 

le premier facteur donne le milieu de Tarete; le second represente un 
plan passant par Tarete opposee et par le centre de la sphere conju- 
guee, c'est-a-dire le plan mene par I'arete 34 normalement h 12; il 
coupe done I'arete 12 au pied de sa plus courte distance avec I'arete op- 
posee. Done 

Les six milieux des ariles d'un tdtraedre ne sont sur une mime sphere 
que si les hauteurs du tiiraedre se rencontrent, et alors la sphere qui les 
contient passe aussi au pied des plus courtes distances des arStes opposees. 

La demonstration geometrique de ces resultats est aussi simple que la 
demonstration fournie par I'analyse. Nous ne nous y arreterons pas. 

Cherchons de meme la sphere contenant les centres de gravite des 
faces, on trouve sans difficulle 

cette equation estverifiee par les valeurs 
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qui coQviennent au pied des hauteurs sur chaque face; on trouve 
aussi que la sphere coupe chaque hauteur en un second point qui est 
aux deux tiers de la distance de chaque sommet au point de ren- 
contre des hauteurs. C'est la sphere des douze points consid6ree par 
Prouhet. Remarquons que 

La sphere circonscritey les deux spheres des douze points^ la sphere con- 
juguie ont un cercle commun, dejini par les equations 

En considerant les quatre tetraedres formes avec le point de rencontre 
des hauteurs, et trois des premiers points, on aura huit nouvelles spheres 
des douze points, qui, considerees dans le premier tetraedre, donneraient 
lieu a de nouveaux enonces. Par exemple, il y a une sphere contenant le 
cercle des neuf points d'une face, les pieds des hauteurs sur les trois 
autres faces, ainsi que les milieux de ces portions de hauteurs comprises 
entre leur point de rencontre et le sommet correspondant, etc. Nous 
n'insisterons pas, d'autaut plus que I'etude de ces questions est plus 
facile avec un systeme de coordonn^es faisant intervenir, d'une maniere 
sym^trique, le point de rencontre des hauteurs et les sommets du te- 
traedre. 

V. 

En se reportant aux formules (5) et (9), on reconnait que le de- 
terminant (5) est le mineur du determinant (9), obtenu en supprimant 
la premiere ligne et la premiere colonne. On pent trouver les valeurs 
de tons les mineurs des deux determinants de la maniere suivante : 

Considerons le contrevariant 
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obtenu en adjoignant au polynome 

(21) 1 — dikfXifn 

les deux polynomes du premier degre 

!l(XiiJii= mH-h nY -^ pZ -h qT, 
1 (x\ iii = m'X -4- n'Y -h/Z -4- ^'T. 

Le meme contrevariant peut aussi etre calcule sur la forme 

X» -4- Y* -f- Z' — R» T', 

dont la forme (21) est, comme nous avons vu, la transformee par la 
substitution 

Z =ZfXiZi, 

alors le contrevariant a pour expression 

R»( mm' -h nn' -^pp') — qq\ 

et Ton a, par consequent, en se rappelant que le contrevariant actuel 
se reproduit multiplie par le carre du determinant de la substitution, 
la formule 

(24) H'=(6V)'[R»(mm'-f-/i/i'-+-/?p') — ?9']. 

Dans cette equation, le premier membre H', defini plus haut, con- 
tient les quantites a^, a-, le second m, m\.... Mais, puisque ces varia- 
bles sont transformees les unes des autres, et qu'on a 

2 ai[Xi = m\ -¥- nY -h pZ -\- qT, 

la\iii = m'\ -h n' Y H-/>'Z -f. q'T, 

on deduira de ces identites, en faisant usage des equations (23), les 
formules 

!<Xi = mxi-h njTi -h pzi-+- q, 
a. = m'xi -+■ n'Xi -^p'zt -4- q', 

qui definissent la substitution inverse. 
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Enfmy en resolvant ces dernieres equations par rapport aux variables 
1^9 1^9 Pi q\ Tn\ n\p\ q\ on obtiendra, d'aprfes les formules les plus 
simples relatives aux determinants, 

n{Xi Xi Zi i) = {Xi (Xi Zi i), 

P{^i Xi ^i 0=(-''^« Ji «« 0» 

q [Xi Xi Zi i) = (^,- Xi Zi (Xi). 

Pour abreger, nous representons par 

{Xi Xi Zi i) 

le determinant dont on aurait les quatre lignes en donnant a { les va- 

leurs de 1,2, 3, 4* On aurait des expressions toutes pareilles pour m', 

•»' «,' ^f 
n , p ,q . 

Cela pose, designons par S/ Taire de la face opposee au sommet i, par 
ai, bi, ci les angles qu'elle fait avec les plans coordonnes, et appelons Vi- 
le volume du tetraedre ayant pour base la face S/ et pour sommet le 
centre de la sphere circonscrite. Les formules pr^cedentes prendront la 

forme 

3mV = l(XiSiCosaiy 

3/1 V = 2aiS|COs6i, 
(26) / 

3pV = l(XiSiCOSCiy 

q\ =loLi\i, 

et de meme, pour obtenir /n\ n\ p\ qf^ il sufBra d'accentuer les quan- 
tites a/', alors, en substituant les expressions de m, m\..., Tiden- 
tite (24) prend la forme 
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= - 322«,fli'.[R>S,SyCOs(Csj)-9ViVy]. 
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On aurait de meme, en emptoyant un contrevariant double, 
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= 4' ^ ^« *;■ 8/8y cos (8/ , Sy). 



Ces equations nous donnent un grand nombre de formules. 

Les plus simples sont celles qu'on deduit de la formule (28). 

Par exemple, en egalant dans les deux membres de Tequation (28) 
les coefficients de olj^ol^, on a 

rfai o dn I 

C?3, rfsj O I 



(ag) 



(4S)«=- 



O 



S designant la surface du triangle i23. C'est I'expression conuue de la 
surface d'un triangle en fonction des trois cot^s. De mdme, le premier 
terme de Tegalite (27) nous donne 



(3o) 



o d,j rf.s 

dix o rf,3 
rfsi rfw o 



= 2rf„rf,srf„ = 2(4rS)% 



r etant le rayon du cercle circonscril au triangle i23; car, en appelant/?/ 
la distance du centre de la sphere circonscrite ^ la face 1, et R/ le rayon 
du cercle circonscrit, on a 



et par consequent 



V,= ^S,;>,, R»-p/ = R/, 



S;-9V;={S,R,)% 



ce qui donne la formule (3o). Plus generalement on a 

R»S/Sy COS^S) — 9 V/Vy = S/Sy( R« COSS/ 8y — pipj). 

On reconnait sans difficulte que Texpression entre parentheses est 
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egale a R,RyCosU(/, U(/ designant Tangle des deux cercles circonscrits 
aiix faces 1 etj. On a done 

2(4R,Si)(4RyS/)COSU/y= A.y, 

A,y designant le determinant obtenu en supprimant la ligne i et la co- 
lonney dans le determinant qui donne le volume. Par exemple 



(3i) 2(4R.S.)(4R.S,)cosU.,= 



o du du 
dst o du 
^41 dti o 



en d6veloppant et rempla^ant R,So R^Sa par leurs valeurs tirees des 
equations (3o), on a 

(32) rOsU..:::z^'*^»- ;*"/^^^'» ^^"^^> 

2 ^du rfa3 du dts 

oette formule nous montre que 

cosU„ = cosU,4. 

Ainsi, etant donnes deux des quatre cercles circonscrits aux faces, 
Tangle sous lequel ils se coupent est egal k Tangle sous lequel se cou- 
pent les deux autres. 

Les autres formules que nous obtiendrions, au moyen des iden- 
tites (27) et (28}, sont comprises comme cas particuliers dans d'autres, 
plus sym^triques et plus generales, que nous donnons plus loin. Nous 
ferons seulement deux remarques : d'abord Tequation 

( 33 ) 2 Si a< 8y a', cos S|- Sy = o 

exprime que les deux plans a/» a\ sont perpendiculaires, et par conse- 
quent Tequation tangentielle 

(34) U = 2 ftaiSy ay cos^S^=o 

represenle le cercle imaginaire a Tinfini. On deduit de Ik que Tequa- 
tion tangentielle de toute sphere est 

U = (A,a, -+- Ajaa -4- Ajaj -+- A4a4)'. 
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Par exemple, les diffi^rentes equations 

(35) U = (S,a.±&a,±S,a,±S4a4)* 

represeotent les spheres inscrites au tetraedre. 
En second lieu» Inequation tangentielle 

(36) 2;a.a:y(S,R/)(S/Ry)cosU/y = o 

represente la sphere circonscrite au tetraedre. 



VI. 

. La comparaison de la formule (29), qui donne la surface d'un triangle 
a I'equation (5), conduit a des resultatsqui meritent d'etre developpes. 
La formule (5) peut, en effet, s'ecrire 
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sid.idu 
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V^rf„C^,4 






cela resulte des proprietes les plus ^lementaires des determinants. En 
comparant a la formule (^q)* et en se rappelant qu*un triangle est tou- 
jours possihle avec trois cdtes reels quand sa surface est positive, on 
est conduit a Telegante proposition qui suit : 

J&tant donnS un titraidre^ on peut touj ours former un triangle avec les 
trois produits des couples d'arStes opposees^ et la surface de ce triangle est 
egale a sixfois leproduit du volume du tetraedre par le rayon de la sphere 
circonscrite. 

Gette proposition a d'abord ete donnee par M. Baltzer {Joumalde Crelle, 
t. LIV, p. 162); j*y avais ete conduit par T^tude d'une question impor- 
tante relative aux tetraedres ( * )» et, comme le triangle auxiliaire joue un 
grand role dans la discussion de tout tetraedre, j'indiquerai quelques 
proprietes de ce triangle, qu'on pourrait appeler o^fom/ ou invariable. 



(') Voir I'^tude Stir les tMoremes d' Ivory y relatifs awe surfaces homofocales, Paris, 
Gauthier-Villars. 
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C'est un fait bien connu, depuis les belles recherches de M. Liou- 
ville, qu'on peut remplacer une s6rie de transformations par rayons 
veeteurs reciproques par une seule de ces transformations. D*apres cela, 
etant donne un polyedre P quelconque, et ses transformes F, F', P*" 
par differentes transformations, si Ton transforme tons ces polyedres, 
en prenant pour pole dans chacun d'eux le sommet homologue a un 
sommet fixe A de P, tons ces polyedres se transforment en de nouveaux 
polyedres Q, Q\ Q" ayant un sommet de moins que P, tous semblables 
et meme egaux si Ton choisit convenablement le module de chaque 
transformation. 

On sait aussi que, pour transformer toute relation de longueur, il 

faut remplacer une ligne telle que AB par jyT-Qg' etant le pole, K* le 
module de la transformation, et, par suite, les rapports tels que 

rfia rfai _ rfia . ^41 
dn du "~ dti ' dii 

m 

qu'on pourrait appeler des rapports anharmoniques de distance, de- 
meurent inyariables dans toute suite de transformations. 
Ainsi, dans un tetraedre, les trois produits 



V^rf« du , ^dudu , ^dudu 

des aretes opposees conservent des rapports inyariables, et, par conse- 
quent, le triangle formS avec ces trois produits conserve une forme in- 
variable. 

Une formule, que nous avons donnee plus haut, explique ce resultat. 
11 suit, en effet, de la formule (3^), que les angles du triangle adjoint 
sont ceux que nous avons appeles 

Nous avons vu que deux cercles circonscrits k deux faces se coupent 
toujours sous le meme angle que les deux autres. Pris deux k deux, its 
ne donnent done lieu qu'a trois angles differents, et ce sont ces angles 
qui sont ceux du triangle invariable, comme cela r^sulte de la for- 
mule (3^). Ces resultats s'etablissent d'ailleurs g^ometriquement avec 
la plus grande facilite; il sufQt de transformer le tetraedre en prenant 
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pour pole UD des sommets A. Trois des cercles circonscrits aux faces 
devieDDent des droites» et ces droites forment le triangle invariable. 

Les angles de ce triangle peuvent encore etre definis autrement. Avec 
un des diedres AB du t^trafedre, et les angles plans opposes k AB, on 
pent former un tri^dre : la troisieme face de ee triedre est Tun des 
angles du triangle adjoint. Elle reste la meme quand on effectue la 
construction avec deux diedres opposes. 

Les remarques qui precedent s'appliquent aussi au quadrilatfere. On 
pent meme dire que, dans ce cas, la consideration du triangle adjoint 
est tr^s-ancienne : ce triangle est celui que Ptolem^e a construit quand 
il a demontre son tbeoreme* comme on s'en assurera ais^ment, la de- 
monstration de Ptolemee ayant ete conservee dans la plupart des traites 
de Geometric elementaire. 

Nous sommes ainsi conduits a rechercher dans quel cas le triangle 
invariable se reduit a une ligne droite> sa surface devenant nulle. Puis- 
que cette surface est 6VR, il faudra que V ou R devienne nul. Si V 
est nul> le tetraedre se reduit a un quadrilatere ABCD, mais le rayon R 
devient infmi, et le produitYR demeure en general fini. L*un des angles 
du triangle invariable etant egal a Tangle des cercles ABC, ABD, il faut, 
pour que le triangle se reduise a une ligne droite» que cet angle de- 
vienne nul ou egal a n. Done les quatre points ABCD sont sur un cercle. 

Done si Ton a 

le quadrilatere est inscriptible. C'est la reciproque du theoreme de 
Ptolemee. 

Mais si les quatre points forment un tetraedre, il suffira que le rayon 
de la sphere circonscrite soit nul pour que la relation precedente soit 
satisfaite. Et comme cette hypothese comprend la precedente (puisque, 
lorsque quatre points sont sur un cercle» ils sont sur deux spheres de 
rayon nul), on pent enoncer la proposition suivante : 

Quand la somme [algebrique) desproduits des arites opposdes d'un td- 
traidre est nuUe^ les sommets du tdtraedre sont sur une sphere de rayon nul. 

En se bornant aux figures reelles, on a le droit de conclure la reci- 
proque du theoreme de Ptolemee, enoncee dans les traites de Geometric; 
mais la proposition precedente est la seule exacte si Ton admet Tinter- 
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vention des imaginaircs en Geonietrie. J'ai dejk indique qu'elle avail ete 
rencontree par Tillustre M. Cayley, et demontree d'une maniere diffe- 
reote dans un article insere aux AnnaM cU Malematica^ t. I, 2® serie. 

On doit compter, au nombre des tetra^dres que nous considerons, 
tous les quadrilatferes traces dans un plan tangent au cercle de Tinfini. 
Un tel plan complete, en efTet, avec le plan de Tinfiniy une sphere de 
rayon nul. Ainsi le theor^me de Ptolemee se v^rifie pour tout quadrila- 
tere situe dans un plan tangent au cercle de Tinfini. On conQoit bien, du 
reste, comment cela a lieu. Dans un de ces plans, une conique sera un 
cercle des qu'elle contiendra le point de contact avec le cercle de I'in- 
fini; elle pourra done satisfaire a quatre autres conditions, comme celle 
de passer par les quatre sommets d'un quadrilatere. Ainsi, dans ces 
plans exceptionnels, tous les quadrilateres sont inscriptibles. 

II sera peut-etre bon de montrer, des a present, en developpant une 
application, doe ^M. Cayley, des propositions precedentes, quVllessont 
loin d'avoir un interet purement theorique, et qu'elles permettent de 
r^soudre des questions se rapportant a des elements geometriques en- 
tierement reels. 

Supposons, par exemple, qu'on ait a etudier, dans un plan, une ques- 
tion relative k plusieurs cercles. Si, par chaque cercle C trace dans le 
plan on fait passer une serie de spheres, les tangentes menees d'un 
point quelconque du plan a toutes ces spheres auront evidemment la 
meme longueur, celle de la tangente menee du point considere au 
cercle C. Or, au nombre de ces spheres, il y en a deux qui se reduisent 
a des points, et ces points A, A' s'obtiennent en ^levant au centre du 

cercle et de chaque cote du plan une perpendiculaire egale a R\/— i 
(R designant le rayon du cercle). Ces deux points A, A' sont reels si le 
carr^ du rayon est negatif; its sont, au contraire, imaginaires si le 
cercle C existe; mais, dans tous les cas, la tangente men^e d'un point 
quelconque du plan au cercle C est egale k la distance de ce meme point 
a Tun quelconque des deux points A, A^ 
Si, dans le plan des xy, un cercle est d^fini par Tequation 

[x - ay 4- (r - P)* - R' = o, 

les deux points A, A' auront pour coordonn6es 

a, (3, Rv/^; a, p, -R\/^. 
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Le cercle sera en quelque sorte represent^ par ces deux points. On voit 
que cette representation effectue le dedoublementd'un cercle : Tun des 
points pourrait correspondre sans ambiguite k une valeur positive, 
I'autre a une valeur negative du rayon. 
Etant donnes deux points B, B' representant un autre cercle 

B(«', p', R'v^TF), B'(«', (3', -R'v'^n'). 

on aura evidemmeot 



AB =A'B' =(a-.a')5-i-(p — p')> — (R-R')», 



AB' =:A'B =(a-.«')»-f (P-P'V-(R-f-R'V; 

AB est done egal a la tangente commune exterieure, AB' a la tangente 
int^rieure. On voit que, lorsqu'on prend deux points representant les 
cercles dont les rayons sont pris avec le meme signe, la' distance de ces 
deux points est la tangente commune exterieure. Cest Tinverse quand 
les rayons des deux cercles sont pris avec des signes diflerents. Done la 
distance AB sera nulle toutes les fois que les deux cercles seront tan- 
gents interieurement; si les cercles sont tangents exterieurement, ce 
sera, au contraire, AB' qui sera nul. En general, si Ton appelle 9 Tangle 
des deux cercles, c'est-a-dire celui des deux rayons allant au point com- 
muD, on a 

( AB=:2v/RR'sin2, 

(38: ^ 

I AB'=:2v^-RR'cos|. 

La seconde formule se reduirait de la premiere, en changeant la direc- 
tion d'un rayon et en donnant a ce rayon un signe oppose. 

D'apres cela, si Ton veut mener un cercle tangent a trois autres, re- 
presentes par les couples de poinls (A, A'), (B, B'), (C, C), il faudra 
trouver un point M k une distance nulle : soit de A, B, C; soit de A\ 
B, C; soit de A, B\ G; soit de A, B, C. Ces quatre combinaisons se 
traitent evidemment de la meme manifere. Considerons la premiere 
ABC. 

Soient A, B, C trois points representant trois cercles, et soit D un 
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quatrifeme point represeDtant un quatrieme cercle tangent au ineme 
cercle que les trois premiers. Numerotons ces points i, 2, 3, 4; leurs 
distances seront les tangentes communes aux quatre cercles qu'ils re- 
presentent. Ces cercles etant tangents^ un cinquifeme, il faudra que les 
quatre points A, B, C, D soient a une distance nulle d'un cinquifeme 
point M, c'est-a-dire que la sphere circonscrite au telraedre ABCD ait 
son rayon nul. On devra done avoir, en se rappelant la condition in- 
diquee plus haut, 

{ 39) /,2 tu ± txi tu ± ^4 Ul = O. 

Ainsi, pour que quatre cercles soient tangents a un cinquieme^ ilfaut 
et il suffit quil y ait entre les longueurs de leurs tangentes communes la 
relation indiquee par le theoreme de Ptole'mee. 

On deduit facilement, de ce theoreme general, les equations de 
M. Casey pour les couples de cercles tangents a trois autres. 11 suffit de 
supposer, dans I'equation precedente, que le cercle (4) se reduise a un 
point; il devra se trouver alors sur le cercle tangent aux trois autres, 
et, par suite, en appelant S4, S2, S, les carres des tangentes menees d'un 
point aux trois points donnes, Tequation 

(4o) tu^S,±: tn\/S2± t^,yjW,= O 

representera deux cercles d'un meme couple tangents aux trois cercles 
donnes. 

Les autres couples s'obtiendront en prenant successivement chaque 
rayon negatif, ce qui donne 

Dans ces equations, les tangentes inlerieures sont distinguees par un 
accent. 

Les cercles de chaque couple sont d'ailleurs inverses ou reciproques 
par rapport au centre radical; en general, toute equation bomogfene 

/(S„ Sa, S,) = o 

Annates de I'Ecole NormaU. a' S^rie. Tome I. 44 
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represente une figure anallagmatique par rapport au centre radical des 
trois cercles S,, Sj, Sj. 

Nous n^etudierons pas les relations des huit cercles entre eux, mais 
nous ferons remarquer que Tcquation fondamentale (36) peut etre 
transformee de maniere a ne contenir que les angles. 

Si Ton appelle <p Tangle de deux cercles, t, i les deux tangentes com- 
munes, R, R' les rayons, on a les formules 



/ = 2i/RH'sin2, 



Gette seconde formule se deduit de la premiere, en changeant le sens 
et le signe d'un rayon. En nous bornant done a la premiere, et en ap- 
pelant OLik ies angles definis avec precision de deux cercles, la for- 
mule (39) deviendra 

{ 42 ) sm — sm — =b sm — sm — db sm — sm — = o. 

II y a done une relation qui doit avoir lieu, entre les angles, pour que 
quatre cercles soient tangents a un cinquieme, et cette relation est 
exprimee par la formule precedente. 



VII. 

Les memes methodes s'appliquent evidemment a des cercles traces 
sur une sphere S. Par tout cercle C on peut faire passer deux spheres de 
rayon nul dont les centres A, A' representeront le cercle. Un deuxieme 
cercle C etant represente par B, B', on obliendra, sans qu'il soit neces- 
saire de les developper, les formules suivantes. 

Designons par /, ( les deux tangentes communes aux deux spheres 
S', S'' orthogonaies k la sphere S, sur laquelle sont traces les cercles 
C, C. Soient a, h les rayons des spheres S', S", a Tangle des deux cer- 
cles. Les tangentes communes /, t' sont les cordes des arcs tangents 
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communs aux deux cercles T, T', en sorte qu'on ait 



. T , . T' 

/ — 2 sin -» /'=r 2sin — ; 

2 2 



on aura les formules suivantes : 



Aab sin'- 

2 ■ 2 

~ OA .CXB ' 



4«fcsin^- ♦ 

2 ^ 2 



A'B' = 



OA.OB 



AB' =: 



A'B =~ 



^abcos^- 

2 

OA'.OB 



4a6cos^- 

2 

OA.OB' ' 



/ = 2y/aftsin-? /' = 2 y/flft cos - > 

et, par suite, on trouvera, comme pour le plan, les deux equations de 
condition 



(43) 



sin — sin — it sin — sin — ± sin — sin — =: o, 

2 2 2 2 2 2 



Sin — sin — db sin — sin — ± sin — sin — = o, 

2 2 2 2 2 2 



qui exprimentquc quatre cercles sont tangents a un meme cercle. 

Nous allons maintenant deduire des principes developpes ici la belle 
construction que Gergonne a donnee, et qui permet d'obtenir le cercle 
tangent a trois autres situes dans un plan. 

Soient A, B, C les trois points represcntant les trois cercles donnes 

situes dans le plan P. Les cercles tangents que nous cherchons sont re- 

presentes par un point M, a une distance nuUe des trois points A, B, C; 

il faudra done faire passer par le cercle ABC deux spheres de rayon 

nul S, S', qui seront sur Taxe du cercle, et qui representeront les deux 

cercles tangents cberches. II reste a deduire de la une construction 

44. 
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n'employant que des elements reels, et ne devenaot impossible qu*avec 
le probleme propose. 



Fig. I. 




II est a peu pres evident que les droites AC, AB, BC vont couper le 
plan P en trois points a', h\ c\ qui sont les centres de similitude des 
trois cercles, pris deux a deux. Comme d'ailleurs ces trois droites sont 
dans un meme plan ABC, que nous appellerons P', on voit que les trois 
centres de similitude sont en ligne droite sur DD', qui est un axe de 
similitude, 

Cela pose, soient S, S' les centres des spheres de rayon nul passant 
par le cerclc ABC, ces spheres couperont le plan P suivant deux cercles 
tangents aux cercles donnes, car S et S' sont a une distance nulle tons 
les deux de A, de B et de C. 

D'ailleurs la ligne SS' vient couper le plan P en un point 0, qui est 
^ une distance egale des trois points A, B, C, et par consequent les tan- 
gentes menees de ce point aux trois cercles sont egales; en d'autres 
termes, le point est le centre radical des trois cercles donnes. 

En second lieu, les distances d'un point quelconque de Taxe de simi- 
litude DD' aux deux points S, S' sont egales, et, par consequent, les tan- 
gentes menees des points de DD' aux deux cercles tangents que repre- 
sentent S et S' sont egales; en d'autres termes, raxe de similitude DD' 
est I'axe radical des deux cercles tangents. 

Entin il suffit de remarquer que, les cercles (S) et (A) etant tangents, 
les deux spheres de rayon nul S et A seront tangentes en tons les points 
de la droite SA. Les points de contact du cercle A avec les cercles S, S' se 
troui^eront dans le plan passant par A , SS' et . 
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II ne reste plus qu'un mot a ajouter pour obtenir la belle solutioo 
de Gergonne. Le plan SAS' contient le centre radical 0; il contient en 
outre la perpendiculaire au plan P' elevee en A. Or cetle perpendicu- 
laire est la polaire de I'axe DD' par rapport k la sphere de rayon nul A. 
Cette droite, et par consequent le plan SAS' qui la contient, iront done 
passer dans le plan P par le pole a, de I'axe de similitude par rapport 
au cercle (A); d'oii resulte la construction suivante : 

On construira I'dxe de similitude des trois autres cercles donnds (A), 
(B), (C), on prendra les pdles a,, 6,, c, de cet axe par rapport aux trois 
cercles f et Von joindra ces pdles au centre radical ; les droites Oai , Ofe| , 
0C| couperoni respectivement les trois cercles (A), (B), (C) aux points de 
contact des deux cercles tangents d*une m^me serie. 

La marche suivie nous indique d'ailleurs un grand nombre de pro- 
prietes et de constructions tres-simples du meme probleme. 

La sphere, ayant son centre en et contenant les centres A, B, C, 
coupe evidemment le plan P des trois cercles suivant leur cercle radical 
ou orthogonal. On voit done que le cercle orthogonal coupera I'axe de 
similitude DD' en deux points appartenant aux deux cercles tangents. 
Le probleme sera done ramene au suivant : 

Faire passer par r intersection de Vaxe de similitude DD' et du cercle 
radical les deux cercles tangents a Vun quelconque des trois cercles donnes. 

Nous donnons plus loin les solutions et les constructions geome- 
triques d'autres problemes relatifs aux cercles. 



DEUXifiME PARTIK 



VIII. 

La methode que nous avons suivie s'etend a la solution de la question 
suivante, qui donne une formule nouvelle. Proposons-nous le probleme 

suivant : 

Etant donnees quatre spheres de centre et de rayon, trouver l' equation 
de la sphere qui les coupe orthogonalement. 
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Pour resoudre cette question, nous aurons k considerer pour deux 
spheres un element equivalent a la distance de deux points, et qu'on 
pent deflnir de la maniere suivante : 

Soient deux spheres de rayons R, R\ ayant d pour distance des cen- 
tres. L'expression 

rfa _ Ra _ R'J 

se reduit au carre de la distance quand les spheres se reduisent a des 
points. Elle est nulle quand les deux spheres sont orthogonales. Comme, 
lorsqu'une des deux spheres se reduit h un point, I'element precedent 
devient la puissance de ce point par rapport k Fautre sphere, nous 
Tappellerons puissance commune des deux spheres. 

Une formule remarquable, relative aux distances de quatre points, 
est la suivante : 

( 44 ) rf„ -4- du — rf.s — rf„ = 2 v^^/„ v/rfii cos V v/rfii, \/rf^/; 

* 

en d'autres termes, 

AbV Cd'— ad'— Bc'= 2 AC.BD cos( Ac/m)). 

Cette formule (44) s'etend aussi aux puissances communes de deux 
spheres, et en appelant ^ly la puissance commune, on aura 

/tijM- ku— /r,3— ku = ay (^13 s/du cos\v/rfis> ^du)» 

Cela pose, considerons Tequation 

(45) \l — /fijiXifxj=o, 

oil le signe 2 est etendu a toutes les valeurs de i et dey, 

- = I, 2, 3, 4> 

«/ 

et oil kij designe la puissance commune de deux spheres i ety. L'equa- 
tion (45) est analogue a Tequation (4)» et se reduirait a celle-ci si les 
quatre spheres (i) se reduisaient a des points. Voyons ce que repre- 
sente ici Tequation (45). 
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Supposons qu'oD ait pris des axes rectangulaires ayant pour origine 
le centre de la sphere orthogonale aux quatre spheres donnees. Soieiit 
^/» 7i? ^i» Ri les coordoDnees du centre et le rayon de la sphere (i); 
soit R le rayon de la sphere orthogonale, on aura 



R; = j;/-f.^f-^2f-RS 



(46) 






2(R»— JTiar,— 7,7-/— Z,-2y), 



-R?- 



^J 



el, par suite, en substituant ces expressions dans la formule (4^), on 
aura Tidentite 



ou, en posant 



(47) 



X 


= lXilliy 


Y 


— ^riH-i> 


Z 


— 2 Zi IJLi , 


T 


— 2fx/, 



1=1, a, 3, 4, 



(48) 



1 2 — frtf ft.- /ii/ = X» -+- Y' + Z' - R» T». 



Ces formules mettent en Evidence ce fait, que ('equation (45) est celle 
de la sphere orthogonale aux quatre spheres, rapportee au idtraedre 
des quatre centres, et, par suite, en ecrivant les deux equations relatives 
au discriminant et au contrevariant, on aura, d'apr^s les principes 
exposes au § I, 



(49) 



An 

A-,. 

A-,. 
A-.. 



A,. 
A„ 



"IS 

A^n 

A-„ 



ku 

ku 



= -(24RV)% 



(5o) 



O 
I 
I 
I 
I 



I 

A-.. 
A-,. 
A-.. 
A., 



I 

A-., 
A-.. 



I 

k,» 

Was 

k» 



I 

A-,. 
ku 

k.. 



= 288 v. 
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Dans CCS formules, Y dcsigne le sixieme du determinaDt de la substi- 
tution (47)9 qui est le volume du tetraedre form^ par les centres des 
quatre spheres donnoes. La formule (So) se deduira de la formule (9) 
par Tcmploi des proprietes les plus elementaires des determinants. 
Quant a Tequation (49)> peut-etre est-elle nouvelle; elle donnera le 
rayon de la sphere orthogonale aux quatre spheres donnees. 

II est digne de remarque que les formules precedentes ne contiennent 
qu'un seul element, la puissance commune. 

En employant une notation commode des determinants, due a 
M. Kronecker, on pourrait ecrire la premiere 

I kij | = ~(24RV)% /,y = i,2, 3,4, 

et par consequent Tequation 

(5i) |A-/>| = o 

est la condition pour que quatre spheres passent par un meme point. 
Remarquons enfin que la puissance commune 

de deux spheres s'exprime aussi par la formule 

— 2RR'coscp, 

oil 9 est Tangle de deux spheres, et par consequent Tequation (5ij 
pent s'ecrire 

(52) I cosaiy 1 = 0, 

« 

Uij etant Tangle des spheres « ety. Cette relation (52) entre les angles 
de quatre spheres passant en un meme point convient aussi evidem- 
ment aux angles que ferment deux a deux quatre plans. 



IX. 



Elevons-nous des a present a la generalisation la plus complete dont 
la methode paraisse susceptible, et considerons deux groupes de spheres 
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en nombre quelconque (le meme, pour simplifier, danschaquegroupe) : 

^l > 5» > • • • > ^Hf 

DesignoDs par kij la puissance commune d'une sphere i du premier 
groupe ety du second, et eludions la forme bilindaire 

(53) |2-fr,y^,|^;., 

qui contient deux series de variables. Nous obtiendrons une premiere 
serie de consequences importantes en supposant n = 4- On a done 
deux groupes distincts de quatre spheres, pouvant se reduire a deux 
tetraedres distincts. 

Soient R le rayon, a, 6, c les coordonnees du centre de la sphere 
radicale (R) du premier groupe de quatre spheres (*). Soient R', a', 6', c' 
les memes elements se rapportant a la sphere radicale (R') du second 
groupe. Si nous designons par 

(54) H=:~2RR'cos9 

la puissance commune de ces deux spheres radicales, on a evidemment 
les equations suivantes, oil ^i,..., x^ designent les coordonnees des 
centres des spheres de chaque groupe 

/ (Xi-aY-k-iXi- fc)>-f-(z,-c)'-R/-R» = o, 

(^._a')^-+-(:^;~6')'4-(^;-c')»-R;;-R'«=o, 
(55) 

(^/-^.)^^(r*-r;r+(^/-^;r-R/-R;'=^v> 

(a —a'Y + ib -6')»-f-(c — c')» -- R» — R''= H; 

et par consequent, en retranchant les deux dernieres des deux pre- 
miferes, 

(56) -A,y-H = 2(jr,-a')(^;-«)-f-ci(r,~6')(^;-6) + 2(z,-f')(z;.-c). 



( ' ) Nous appelons sphere radicale d'un groupe de quatre spheres la sphere qui les coupe 
^ angle droil. 

AnnaUs de I'tcole Normale. 2* S^rie. Tome I. 4^ 
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En tenant compte de cette formule, nous avons Tideatit^ 

i 2 - kijixiij.^. = - {2^,)(2 fx; ) 
(57) I +[2/x,(a:.--a')][2^;{j:;~a)] 

[iMri-b')][ii,\{r\-b)] 

et par consequent, si Ton pose 

X=:2fX/(X;— a'), 
Z z=:ZlJLi{Zi—C ), 



f 



T = 2fij, 

et 

Y'=2/x;(r;-6), 

^ ^ Z'=2.a:(<-c), 

T'=2p;. 

on aura identiquement 

(60) i2-*-,yf*,|x; = XX' + YY'-j-ZZ' + 5TT'. 

Ainsi les deux formes bilineaires figurant dans les deux membres sent 
les transformees Tune de Tautre par les substitutions (58) et (59). On 
n'aura done plus, pour obtenir les equations cherchees, qu'a appliquer 
les notationsrelativesaux invariants etcovariants des formes bilineaires. 
Mais auparavant nous allons indiquer ce que represente I'equation 

(61) l — kijfXiiXj = o. 

D'apres les formules (58), les quantites /jl, peuvent etre considerees les 
coordonnees homogenes d'un point de la premiere figure rapporte au 
tetraedre forme par les quatre centres des spheres du premier groupe; 
X, Y, Z seront les coordonnees rectangulaires de ce point rapportees 
a des axes paralleles aux axes primitifs se coupant en {a\ b\ c'). De 
meme les quantites jjLj sont les coordonnees tetraedriques d'un point 
rapporte au tetraedre des quatre centres du second groupe. L'cqua- 
tion (61) etablit done une relation entre deux points |ul,, fx'j apparte- 
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nant a deux figures differentes, et cette relation consiste en ee que, si 
de chacun des points comme centre on decrit une sphere orthogonale, 
pour le point (XYZ) a la sphere radicale (R), pour le point (X'Y'Z') a 
la sphere radicale (R')» ces deux spheres sont orthogonales entre elles. 
Ainsi menons deux spheres orthogonales chacune a une sphere fixe et 
orthogonales enlre elles, il y aura entre les coordonnees variables de 
leurs centres une relation de la forme (6i). 

II est a peine necessaire d'ajouter qu'une relation de ce genre etablit 
la correlation de deux figures, suivant la definition de M. Chasles. 

Les formes homogenes a deux series de variables independantes que 
nous rencontrons ici ont ete considerees par M. Cayley au debut meme 
de la theorie des invariants. On connait d'une maniere suflisante pour 
le but que nous nous proposons leurs invariants et leur systeme de 
formes adjointes. 

i^tant donnee la forme bilineaire 

cette forme a d'abord un invariant 

2d it (1\ I (In . . . (Ifm y 

et cet invariant, lorsqu'on effectue sura?,, x^ des substitutions inde- 
pendantes, se reproduit multiplie par les deux determinants de ces 
substitutions. 

La forme a de meme un contrevariant simple 



(62) 



(In flia «ia «I4 /W, 
(lit CLii CLn CLu nii 



a 



31 



«3I «« «»4 /Wj 



«41 «42 «45 «44 /^i 



/7i', m'j m'j ni^ o 



et un contrevariant double qu'on obtiendrait en ajoutant une ligne et 
une colonne de plus, et qui se reproduisent egalement, multiplies par 
les determinants des deux substitutions. 
Appliquons ces principes aux deux formes 



H 



;-2-A-,yfz,p;., XX'-f.YY'-f-ZZ'-+-"TT', 



45. 
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traDsformees Tune de Tautre par les substitutions (58), (Sg). Les deter- 
miuants de ces deux substitutions sont 

6V, 6V', 

si V et V designent les volumes des tetraedres formes par les centres 
des spheres de chaque groupe. En ecrivant Tequation des discrimi- 
nants, et en se rappelant que 



H 

2 



= RR'cos9, 



on aura done d'abord 



(63) 



~24RR'cos9VV' = 



ffn 

A-., 



«*2J Hit 
«42 "it 



K 

ku 
ku 



mais ici on n'a pas, comme dans les formules primitives, 

kij = kji. 

Si Ton forme de meme le contrevariant (6i) avee les deux fonctions 
lineaires 

on obtient 



(64) 



288VV' = 



I I I I 

1 if ti n*ia ni3 ffn 
1 rfu nn Wjj fCu 
1 fCyi n^2 n"si nii 

I ^41 kii A*43 Ar4i 



Si les deux groupes de quatre spheres se reduisent a des groupes de 
quatre points, k^ devient le carre d^ de la distance, et Ton retrouve les 
deux formules 

I I I I 

1 dxK rf|2 rf,8 rf|4 

1 rfai dit du du 
I rf„ rf„ dzi du 
1 d^y d^ dii du 



(65) 



288VV' = 
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due k V. Staudt, et 

dxx rfia rf.s rf,4 



(66) -24 RR'coscpVV' = 



dix rfja rfas du 

dii dii dii du 

dii di2 ^43 ^44 



due a Siebeck {Journal de M. Borchardl, t. LXII). La premiere donne, 

on le voity le produit des volumes de deux tetraedres, en fonction des 

carres des distances mutuelles de leurs sommets; la seconde donne ia 

puissance commune des deux spheres circonscrites aux deux tetraedres. 

II est clair que ces equations comprennent, comme cas particuliers, 

celles qui sont relatives a un seul tetraedre : il suffit de supposer que 

les points correspondants des deux groupes viennent se confondre; 

alors 

dii = o, dij = dfif 

et Ton retrouve les propositions etablies plus haut. 

On pent se demander ce que representent les formules preeedentes 
quand les points de Tun des groupes sont dans un meme plan. Dans ce 
cas, Y devient nul et R infini, en supposant, par exemple, que les points 
du premier groupe soient dans un plan. La formule (65) ne presente 
rien d'obscur; il faut y remplacer W par zero; mais il n'en est pas 
de meme de la formule (66). 

Les notions donnees plus haut, relatives au triangle invariable^ nous 
permettent de faire disparaitre cette difficulte. Quand le tetraedre de- 
vient un quadrilatere, 6 VR reste fini : c*est la surface du triangle inva- 
riable. En appelant done oc^ tx! les surfaces des deux triangles invariables 
pour les deux groupes, on a 

— 4'a.a'cos9 = — 24*VR V'R'coscp; 

cette transformation fait disparaitre toute diiBcult^. 

Cette difficulte toutefois se presente aussi pour les formules gene- 
rales donnees plus haut (63), et relatives a deux groupes de quatre 
spheres. Pour achever la solution de cette question, nous ferons usage 
d'une formule demontree plus loin, et d'apres laquelle on a, pour quatre 
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cercles (a?,, j,, R,) dans un plan, I'equation 



o 


k„ 


k,> 


A-u 


/r„ 


o 


ku 


k„ 


A-,. 


k» 


o 


k» 


k., 


kn 


k„ 


o 



= -(4A)' 



ou 



A = (i, Xi, Xif ^f-^rf—^l)' 



La formule (63) nous donnerait, en y supposant identiques les deux 

groupes de spheres, 

(6VR)* = A^ 

On voit done que Ton devra substituer A a 6RV. Or A peut se definir 
d'une maniere simple, car le determinant ecrit plus haut est evidem- 
ment la surface du triangle formee par les centres de trois quelconques 
des quatre cercles, multipliee par le double de la puissance commune 
du quatrieme cercle et du cercle radical des trois premiers. Ainsi nous 
avons la proposition suivante. 

Quand les quatre spheres de Vun des groupes auront leur centre dans 
un mime plan^ la surface du triangle formi par les centres de trois 
quelconques d'entre elleSj multipliee par le double de la puissance com^ 
inune de la quatrieme et dune sphire orthogonale aux trois autres, 
donne un produit A toujours le mime^ de quelque maniire quon ait choisi 
les trois premieres spheres parmi les quatre spheres donnees, (Test ce pro- 
duit A quon pourra substituer a 6 VR quand les formules deviendront 
illusoires ( ^ ) . 

X. 

Les determinants (63), (64), (65) donnent lieu k un grand nombre 
de mineurs du premier ordre, dont il peut etre utile de connaitre la va- 
leur. Aussi allons-nous employer la methode deja suivie au para- 
graphe V pour obtenir les mineurs cherches. 



(') Ce produit parait avoir M consid6r6 aussi par V. Staudt (Journal de M. Borchardty 
t. LVU, p. 88). 
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Soient 

les deux fonctions lineaires, transformees par les substitutions (58), 
(59)eii 

«! /Xi -+- a, fXj -+- as [1.3 ■+- (Xt ii4, 

f f , II, II, II 
oc,ix,-h oc,ix,-h a,ii,-h a.iJ.,. 



Le contrevariaDt (6i), dejk considere, donnera lieu k I'^quation 

n\i kit rtis ni4 

n^\ «3J «33 ^"34 

na rCti ffii ICn 



(67) i44VV'[2g9'— (mm'-h n/i'-4-/?;?')RR'cos<p]=: 



a, 



a, 



a 



<Xt 
O 



d'ailleurs, pour passer des variables m, m'aux variables a/, a^, il faut 
employer les substitutions inverses 

ai=:m {Xi — a!)-\-n {Xi — 6') -f p {zi — c') -f- g, 

«; = m' ( ^; - a ) -H n'(7^. — 6 ) + p'( z^ - c ) -h ^ ; 

ces fonnules peuvent etre resolues par rapport aux variables m, m\...; 
elles donnent le resultat suivant : 

Soient S,- Taire de la face {i) du premier tetraedre des centres; a,, 
bi, Ci les angles que fait cette face avec les plans coordonn^s; Y, le vo- 
lume du tetraedre ayant pour base la face S/ et pour sommet le centre 
de la sphere radicale du second groupe. Soient S] , a^ , b[ , c\ , Vj les no- 
tations analogues pour les points du second groupe. On aura 



(68) 



(69) 




2 a/ Sf cosily 
2 a/ Si cos6|-, 
2 ajSi cos Ci> 
l<xi\i; 
iZa^S'j cosof^y 

:2a;s;cos6;, 

zla-S\ cose',, 
= 2«;V; 
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en efiectuant ces substitutions dans la formule (67), son premier membre 
devient 

— 2 (288 V, v; - 32 RR' cos 9 s,s;. cossi^) «.«; . 

Ce developpement donne tons les mineurs du determinant (67). Par 
exemple, 

^11 n'xi n\% 

(70) a88V4V;-32RR'cos9S4S',cosOi= 



^ai nn "U 

"31 "12 nn 



et, si les spheres deviennent des points, 
(70 bis) 288V4V,~32RR'cos9S4S;cosOl= 



rfll dx2 rf|5 

Gil ^n Clii 
rfsi rfsj dii 



Le second membre de cette formule ne contenant aucun des points 4> 
cette formuie s'applique en realite a deux triangles dans I'espace. On 
a I'enonce suivant : 

Etant donnes deux triangles dans Tespace (i23), (i^S'), et deux 
spheres quelconques circonscrites respectivement a ces deux triangles, 
on a 

du rf,i rf,s 

288VV'-32RR'cos9SS'cosCs'= d,, d„ rf„ 

dii rfsj rfas 

oil S, S' designent les aires des triangles, V, V les volumes des tetraedres 
ayant pour base chaque triangle, et pour sommet le centre de la sphere 
circonscrite a Tautre. 

II y a, on le voit, uue indetermination dans le choix des spheres dont 
on peut profiler dans chaque cas particulier. Si les deux triangles, par 
exemple, ont leurs sommets sur une meme sphere, le premier membre 
de la formule devient 

2(4RS)(4R'S')cosU, 



U designant Tangle des deux cercles circonscrits, R, R' leurs rayons. 
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La consideration du contrevariant double nous donne de meme la 
formule 



a, 



a. 



a 



(7O 



a, 


aa 


«i 


«. 












. I 


I 


I 


1 










1 A-ii 




A-n 

k» 


A-.. 
ku 




:2l 


6s,-s; 


COS 


I Ar», 


k„ 


k„ 


k„ 










I /r*. 


k» 


k» 


ku 










Tequation 


connue 



















I 


I 


I 


i6SS'cosSS^ 


• 


I 
I 


k„ 
ku 


k„ 
k„ 


k,. 
k„ 












I 


k„ 


«82 


k„ 



qui donne le produit des aires de deux triangles par le cosinus de Tangle 
de leurs plans. 

L'equation tangentielle 

(72) 2 S/S^ cos Si Sj at ol- = o 

exprimerait d'ailleurs que les plans a,> a) sont rectangulaires. 

U est bon de faire remarquer que la methode suivie ne donne pas di- 
rectement les mineurs du determinant (65), tel que le suivant 



I 


I 


I 


I 


dn 


</.. 


rf.. 


du 


rf.. 


d„ 


du 


rf« 


d» 


d„ 


dn 


du 



mais il sufTira d'adjoindre au systeme contenant trois points le centre 
de la sphere R' circonscrite au t^traedre forme par les points du second 
groupe, et Ton aura alors, d'apr^s la formule (66), 

RM R/, R/, R/2 



du dn dx% du 
dji dn dii du 
d%x d,i rf„ dn 
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Vi d^signant le volume da t^traedre ayant pour base la face i^S du pre- 
mier groupe, et pour sommet le centre de la sphere circonscrite aux 
quatre points du second groupe. SupprimantR'', on aura I'expression 
cherchee. 

XI. 

Avant de continuer la demonstration des formules relatives aux 
groupes de spheres, nous allons donner quelques applications, et d'a- 
bord traiter una question relative a deux tetraedres et analogue a une 
question deja examinee. 

Etant donnesy dans Fespace, deux groupes distincts de points, dans 
quel caspeut'On exprimer le carri de la distance d^un point i du premier 
groupe a un point j du second par les formules 

(73) dij = Vi-^v), i>jt 

Le probleme pent s'enoncer en d'autres termes. L'equation precedente 

exprime que, si Ton decrit des spheres du point f comme centre avec \fvi 

pour rayon, et du pointy avec y/i^]- , ces deux spheres sont orthogonales. 
Nous avons done a examiner la question suivante : 

Peut'On trouver deux groupes de spheres S,, Sy se correspondani une 
a une, et telles que chaque sphere S^ de fun des groupes soit orthogonale 
a toutes celles S) de F autre groupe, pourvu que i ne soit pas igalaj, et 
quel est le nombre maximum de spheres contenues dans chaque groupe ? 

La remarque suivante nous donne la solution du proj)leme. D'apres 
une proposition deja employee, Tequation (73) exprime que touie 
droite («') de la premiere figure est perpendiculaire aux droites {kJf) 
de la seconde, k et k' etant differents a la fois de i et de i'. II faudra 
done, par exemple, que la droite 1 2 de la premiere figure soit perpen- 
diculaire a toutes les droites qui joignent, dans la seconde, tous les 
points autres que 1, 2. Aiusi tous les points de chaque figure, moins 
deux quelconques, doivent etre dans un meme plan. Leur nombre total, 
dans chaque figure, ne peut done depasser cinq, mais il pent egaler 
ce nombre, et voici comment on construira ces deux groupes de cinq 
points : 

liJtant donne un tetraedre quelconque ABCD, d'un point E' on abaissera 
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des perpendiculaires sur les faces , et I'on prendra des points A'B'C'D' sur 
ces perpendiculaires {A' sur la perpendiculaire a la/ace BCD, etc.) : on aura 
ainsiformi un nouveau tdtraidre A'B'C'D'. Cela pose, les perpendicu- 
laires abaissdes des sommets du premier tdtraidre sur les faces du second se 
coupent en un mSme point ^^ et les deux groupes de points cherches sont 

ABCDE, A'B'C'D'E'. 

On voit qu'on ne peut pas trouver deux groupes de plus de cinq 
spheres, telles que chaque sphere d*un groupe soit orthogonale a toutes 
celles de I'autre qui ne lui correspondent pas. On aura d'ailleurs, entre 
les quantites Vi, s^\, I'identite 



2rf.,_U^^=«' 



analogue k la formule (i5), dejktrouvee. 

XII. 

Enfin nous allons terminer ce qui se rapporte k notre sujet en exami- 
nant, au point de vue precedent, les relations entre deux groupes de 
n spheres, n ^tant sup^rieur k 4- 

Reprenons la forme 

(74) ^-Ti"i^>' 

ou 

k<j = (*, -xry-i- (7, _7; ). + («._ z;. )' - r/ - r;.' ; 

cette forme est evidemment la transformee de la suivaute 

(75) 

par les substitutions 



176) 



:x 


' -f- Yy -t- 


ZZ'- 


TU' 


2 


UT' 


X 


— IfJLlXi, 










Y 


= 2[iiXi, 










z 


= 2fi,z,. 










T 


— Ifii, 










u 


_2fx,(x? 


+r, 




— 


Rf); 
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(77) 



X': 

Y^ 

Z': 

T': 






ct, par suite, en adjoignant k la forme (75) les fonctions lineaires 

T, T', 
qui annulent le premier contrevariant, on trouve I'equation 



(.78) 



o 



1 


I 


I 


I 




ku 


k„ 


k,. 


/... 


k,. 


ku 


k„ 


ku 


A-„ 


ku 


A-,. 


k„ 


n'as 


n'u 


ku 


/r,. 


k» 


k„ 


k„ 


fr.. 


A-M 


k„ 


k» 


k» 


k^ 



= 0, 



entre les puissances communes de cinq spheres quelconques. Cest Te- 
quation de M. Cayley, et Tintroduction des spheres k la place des points 
ne constitue pas une generalisation bien essentielle de la formule (*). 
En ecrivant la relation entre les deux discriminants, on a, au con- 
traire, la relation nouvelle 



(79) 



ku 


k„ 


k» 


ku 


k„ 


k„ 


ku 


k» 


k„ 


ku 


k„ 


k„ 


k„ 


k» 


kn 


ku 


k„ 


k„ 


A-.. 


k,. 


A-s. 


k» 


k» 


k» 


h. 



= 8 A A', 



oil A, A' sont les determinants des deux substitutions (76), (77) 



(80) 



A =r (i, Xi, yi, Zi, xl -I- 7? 4- z] — R/j. 



(') Pour 6lre exact, il faut ajouter que M. Cayley n'a d^velopp^ que la relation entre les 
distances mutuelles de cinq points. Voir Baitzer, § XYI, 3"* 6dit. 
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Ces delerminaDts ne sont nuls que si les cinq spheres du groupe cor- 
respondant sont orthogonales a une meme sphere. On a done la pro- 
position suivante : 

La condition ndcessaire et suffisante pour que les cinq spheres de Vun 
des groupes soient orthogonales a une mime sphire, c'est que le determi- 
nant (79) ^01^ nul, 

Quand les spheres se reduisent a des points, on a la condition neees- 
saire et suffisante pour que les cinq points de Tun des groupes soient 
sur une mime sphire. 

Chacun des determinants A, A' peut d'ailleurs etre interprete geome- 
triquement. A, par cxemple, est le volume du tetraedre forme par les 
centres de quatre des spheres, multiplie par six fois la puissance com- 
mune de la cinquieme sphere et de la sphere orthogonale aux quatre 
autres. Si les cinq spheres du groupe se reduisent a des points, A est 
le sextuple du volume du tetraedre forme par quatre quelconques de 
ces points, multiplie par la puissance du cinquieme par rapport a la 
sphere circonscrite au tetraedre forme par les quatre premiers. Nous 
avons fait usage de cette remarque (IX). 

XIII. 

Si, au lieu de cinq variables, nous en avions introduit un nombre plus 
grand n dans nos formules, nous aurions obtenu les r^sultats suivants : 
Le discriminant de la forme 

2 -f- dij [li [JL^ 

devient un determinant d'ordre n qui est nul en meme temps que tons 
ses mineurs de I'ordre n — 6. 

Le contrevariant, analogue a I'expression (78), sera nul, en meme 
temps que tons ses mineurs de Tordre n— 5. 

II n'y a done a signaler qu*une formule distinete des precedentes; 
mais elle est utile : e'est Tequation homogene 

( \dij\ = o, 
(806/^} I ou /, J! ' = I, 2, 3, 4t 5, 6 

(| A-/y 1 = 0, 
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eDtre les distances mutuelles de deux groupes de six points dans Tes- 
pace» ou les puissances communes de deux groupes de six spheres. 

Etant donnees deux spheres dans Tespace, nous avons surtout con- 
sidere dans ce qui precede leur invariant le plus simple, d^igne sous 
le nom de puissance commune. 

Quant aux questions relatives aux langentes communes, on les trai- 
tera de la maniere suivante : 

Soient deux spheres de centres (a:, y, «), (a/, y\ z'), et de rayons R, 
R'. Une de leurs tangenles communes a pour carre 

(x — a:')» -f- (r — r')* -f- ( 2 — «')' — (R — R' f. 



Si nous remplaQons R, R' par t\j— i, /V"" '» <^®tte expression prend 
la forme 

( j: — j/ )* -h (7 —7-' )* -^ (^ — -«')'-+■( ^ — ^)'. 

Cest la formule qui exprimerait la distance de deux points dans un 
espace plan k qualre dimensions. Gette remarque bien connue et Tana- 
logie nous guideront toutes les fois que nous aurons k etendre aux 
spheres les solutions ou constructions relatives aux cercles. 

Par exemple, on a» entre les trente-six tangentes communes a six 
spheres d'un premier groupe et k six spheres d'un second groupe, une 
relation analogue k celle qui a ete indiquee plus haut : 



1 /.. 


tn 


*I3 


tu 


t„ 


U 




/» 


•M 


l„ 


l» 


u 




/31 


«33 


tu 


'» 


tu 




U, 


•43 


t» 


t.. 


/.« 




h. 


*&S 


l» 


tt,. 


/« 




/«, 


*•% 


t» 


/.:. 


•0« 



= o. 



Si les deux groupes se confondent, il suifit d'y faire 

tii = o, itj = dj, 

Rappelons d*ailleurs que les tangentes communes qu*on doit choisir 
sent parfaitement definies quand on a fix6 le signe qu'on donne au 
rayon de chaque sphfere 
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De mSme T^quation 

{8i) |/^| = o, 1 = 1,2,3,4,5,6,7, 

analogue a Tequation (80 bis) indiquee plus haul, est une relation 
homogfene entre les tangentes communes de deux groupes de sept 
spheres quelconques. 

Nous indiquerons du reste, dans la troisieme Partie, les equations 
relatives aux spheres dont nous aurons h faire usage. 

Enfin, de meme que les theor^mes precedents s'^tendent k des ques- 
tions comportant un nombre superieur de dimensions, ils s'appliquent 
aussi aux problemes oil Ton considere simplement des points situes 
dans le plan. 
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XIV. 

La relation entre les distances mutuelles de cinq points sur la sphere 
rcQoit une application tr^s-simple et en quelque mani^re une represen- 
tation geometrique dans la solution du probleme suivant : 

Trow?er V equation de chacune des spheres inscrites ou exinscrites a un 
titraidre. 

Ges spheres sont, on le sait, au nombre de huit. Dans un autre tra- 
vail, nous pourrons developper les relations qu'elles presentent; pour 
le moment, nous nous bornerons k donner leurs equations. 

Soient 1, 2, 3, 4 les quatre points de contact de la sphere inscrite 
avec chacune des faces du tetraedre. Appelons, comme precedemment, 
dq le carre de la distance de deux points 1 ety, et soit a,y le diedre du 
tetraedre forme par les faces d*indices i ety. Si Ton designe par r le 
rayon de la sphere inscrite, on aura evidemment 

cf^=:4r'cos»^. 
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Prenons sur la sphere inscrite un nouveau point auquel nous don- 
neroDs Tindice 5, et designons par pi la distance de ce point a la face 
d'indice i; on a, d'apres uno propriete bien connue de la sphere, 

Ecrivons, en nous servant des formules pr^cedentes, la relation 
homogene entre cinq points d'une sphere, nous aurons 
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C'est I'equation de la sphere inscrite. Pour avoir les equations des autres 
spheres exinscrites, on changera de toutes les manieres possibles les 
signes d'un nombre quelconque des quantites p^, p^, p^, ps, et Ton 

remplacera cos — par sin — toutes les fois que/?,- et pj ne conserveront 

pas le meme signe dans la nouvelle equation. 

On a ainsi les equations des huit spheres tangentes aux quatre faces 
d'un tetrafedre. 

On pent d*ailleurs generaliser cette methode et trouver par couples 
les equations des spheres tangentes k quatre autres. En effet, Tanalogie 
indique suffisamment, et Ton pent demontrer de plusieurs manieres, la 
proposition suivante : 

Pour que cinq spheres soient tangentes a une mime sphere, il doit 
V avoir entre les longueurs des tangentes communes la relation 
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Dans cctle relation on pent remplacer les tangentes communes par les 
sinus des monies des angles fails par les spheres correspondantes. 

Supposons d'ailleurs que la sphere (5) se reduise k* un point, 

Tequation 

o Si Sj S3 S4 

Oi O *|j /|3 /|4 

(84) Sa ti, O /„ /a4 =0, 

^9 'si ^m O *u 

I S4 /«, /<, /48 O 

oil S| designe le carre de la tangente, menee d'un point a la sphere (1), 
represente deux spheres tangentes aux quatre spheres i, 2, 3, 4- 
D'ailleurs ces spheres sont reciproques Tune de I'autre par rapport a 
la sphere radicale des quatre spheres donnees. 
Plus generalement, toute equation 

/(S„ Sj, Ss, 84) = o, 

homogene par rapport aux quantites S,, represente une surface anal- 
lagmatique par rapport a la sphere radicale des quatre spheres S,-. 

En changeant, dans la formule (84), les signes des rayons, on aura 
huit combinaisons donnant les huit groupes de spheres tangentes aux 
quatre spheres donnees. Nous rappelons que, lorsque les rayons de deux 
spheres sont pris avec le meme signe, on doit prendre la tangente com- 
mune exlerieure; c'est au contraire la tangente interieure que Ton doit 
introduire dans les formules quand les rayons ont des signes differents. 
Les relations entre les spheres sont multiples; nousenreservonsrexamen 
pour un autre travail. 

XV. 

Les formules donnees dans la seconde Partie donnent une solution 
simple, analytique du probleme suivant : 

Construire un cercle coupant sous des angles donnds trois cercles 
donnes, 

Ce probleme a ete propose par Steiner, dans le tome II du Journal 
deCrelle, et cet eminent geometre a annonce qu'il en possedait la so- 
lution; mais il n'a publie, a ma connaissance du moins, que les solu- 

ylnnales de I'icole Normalc. a* Serie. Tome 1. 47 
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tions de quelques cas particuliers. Nous allons voir que la niethode 
employee pour la construction du cercle tangent a trois autres s'ap- 
plique au probleme actuel. A cet effet, nous allons indiquer quelques 
propositions se rapportant au mode de representation des eercles deja 
indique. 

Etant donne un cercle C situe dans un plan P, nous avons vu que ce 
cercle pent etre represente par un groupe de deux points situes sur la 
perpendiculaire elevee au plan P au centre du cercle, et a une distance 

de ce plan egale au rayon multiplie par v/— 1. 

L'un de ces points, par exemple, correspondra a une valeur positive 
du rayon, I'autre a la valeur du rayon prise avec un signe oppose. 
Nous appellerons ces deux points \q^ foyers du cercle (*). Ainsi le 
point M sera le foyer du cercle situe dans le plan P, a I'intersection de 
ce plan et de la sphere de rayon nul, ayant son centre en M. Un cercle 
assujetti a se trouver dans un plan est determine evidemment par un 
seul de ses foyers. Si Ton avait a etudier un cercle dans Tespace, il 
faudrait donner les deux spheres de rayon nul sur lesquelles il se 
trouve, et qui le determinent. Nous ne considererons que les eercles 
situes dans un plan P, et par consequent un s^ijX foyer suf^ra a leur 
determination. 

Cela pose, puisque les eercles sont representes par un point de I'es- 
pace, la theorie des eercles dans le plan reviendra a celle des points 
dans Tespace. La distance de deux points sera, nous Tavons vu, la tan- 
genle commune des deux eercles qu'ils representent prise d'une ma- 
niere determinee, etc. 

De meme que, dans I'espace, on considere des lignes droites, des 
plans, des eercles, des spheres, etc., on aura a examiner dans le plan 
ce qu'on pent appeler des suites rectilignes , circulaires, planes, sphe- 



(') Dans I'article d6ja cite des Jnnali, M. Cayley propose Texpression de con tre-f oyer. 
Celle de foyer se justifierait peut-6tre par la remarque suivante : 

£tant donnes dans Vespace un cercle et ses deux foyers (spheres de rayon nul qui le 
conlicnnent), le cercle se projette sur un plan quelconque suivant une conique dont les foyers 
sont la projection des foyers du cercle. 

Plus g6n6ralement, tout c6ne contenant le cercle a pour focales les droites qui joignent son 
sominet mix deux foyers du cercle ; toute surface qundrique contenant le cercle a ses focales 
passant par les foyers du cercle. 
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riques de cercles. La suite rectiligne, par exemple, se composera de 
cercles ayant leurs foyers en iigne droite; la suite plane, des cercles 
ayant leurs foyers dans un plan, etc. Nous allons voir que ces suites se 
rencontrent dans toutes les questions les plus simples relatives aux 
cercles, et leur consideration nous conduira a des solutions, fondees 
sur des principes uniformes, des problemes les plus importants relatifs 
aux systemes de cercles. 

La suite rectiligne de cercles est formee, nous Tavons vu, des cercles 
ayant leurs foyers en Iigne droite. Ces cercles ont leurs centres K, K' 
en Iigne droite [fig, a) et leurs rayons proportionnels a la distance du 

Fig. Q. 




centre a un point fixe pris sur la Iigne des centres. Deux quel- 
conques des cercles de la suite auront done le point pour centre de 
similitude. II y a deux cercles d'une suite rectiligne passant par un 
point du plan ou tangents a une droite. II y a deux especes de suites 
rectilignes : celles pour lesquelles le centre de similitude est interieur 
a tons les cercles, et celles pour lesquelles le centre de similitude est 
exterieur. Dans cette seconde espece de suites rectilignes, tons les 
cercles sont tangents k deux droites reelles dans le meme angle ou 
dans des angles opposes. 

Deux cercles traces dans le plan donnent lieu a deux suites recti- 
lignes. 

Les suites /?/anc5 sont formees de tons les cercles dont un des foyers 
se trouve dans un plan Q {fig. 3). Deux quelconques des cercles de la 
suite ont un centre de similitude sur une droite A fixe, intersection 
du plan Q et du plan P qui contient tons les cercles. Cette droite fixe A, 
qu'oD pent appeler axe de similitude de la suite plane ^ est axe de simi- 
litude de trois cercles quelconques de la suite. Les rayons des cercles 
sont proportionnels aux distances de leurs centres a cet axe A. lis 
coupent cet axe sous un angle constant reel ou imaginaire. 

47. 
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Trois cercles donneDt lieu a quatre suites planes dont les axes soot 
les quatre axes de similitude des quatre cercles donnes. 

Fig. 3. 




Les suites sphiriques de cercles sont formees de tous les cercles ayaut 
un de leurs foyers sur une sphere. Ces suites spheriques peuvent elre 
defiuies par plusieurs proprietes dont Texamen rapide est necessaire et 
donnera des resultats intcressants. 

SoitC le centre d'une sphere; ce centre represente un cercle (C), et 
il est clair que tous les points M de la sphfere seront les foyers de cer- 
cles (M) variables dans le plan, et tels que la tangente commune a ces 
cercles (iM) et au cercle fixe (C) conserve une longueur invariable. 

Un cas particulier tres-imporlant est le suivant : Imaginons une 
sphere ayant son centre C [fig. 4) dans le plan P, et coupant ce plan 

Fig. 4. 




suivant un cercle R reel ou imaginaire. Tout point M de cette sphere 
sera le foyer d'un cercle tel, que la tangente menee de C a ce cercle soit 
egale au rayon du cercle R. Done 

Tous les cercles coupant a angle droit un cercle R trace dans leurplan P 
ont leurs fi)yers sur une sphere admettant le cercle Kpour grand cercle. 

Voila done un premier et remarquable exemple de suite sphdrique. 
On peut le generaliser, et demontrer que : 
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Tous les cercles coupant sous un angle donne un cerclc R traxae dam lew 
plan P ont leur foyer surune sphere contenant le cercle R. 

En effet, soil trace dans le plan P le cercle R fixe, de centre A, et 
considerons un cercle quelconque de centre coupant le cercle fixe 
sous Tangle donne 

Ladroite MH, qui est la tangentc en M au cercle {/ig. 5), coupe evi- 
demment le cercle R sous Tangle a, et par consequent elle enveloppera 

Fig. 5. 




dans toutes ses positions un cercle R' concentrique au cercle R, et 
determine par cette propricte que ses tangentes coupent le cercle R 
sous Tangle donne a. Onpeut done remplacer pour le cercle variable la 
condition de couper le cercle R sous Vangle ex. par celle d' avoir avec le 
cercle R' une tangente commune MH de longueur connue. 

D'aprfes cela, soit C le foyer du cercle R', un foyer du cercle devra 
se trouver a une distance constante du point C, et, par consequent, les 
cercles 0, coupant un cercle R sous un angle donne, auront leurs foyers 
sur une sphere qui contiendra evideminent le cercle C, et dont le centre 
sera le foyer du cercle R'. Celte sphere est done completement deler- 
ininee. 

Nous pourrions evidemmont ajouter beaucoup de proprietes et 
transporter aux suites spheriques toutes les proprietes de la sphere. 
Par exemple, tous les cercles ayant avec deux cercles fixes des tan- 
gentes communes dont le rapport est donne forment une suite, plane si 
ce rapport est Tunite, spherique si le rapport est quelconque, etc. 
Nous nous contentons d'enonccr les proprietes dont nous ferons usage. 

Remarquons seulement, et pour preciser les resultats precedents, 
que toute suite spherique est formee de cercles coupant sous un angle 
constant un cercle fixe R (intersection de la sphere des foyers et du 
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plan P) et ayant avec un autre cercle fixe R' concentrique k R une tan- 
genie de longueur donnee. 

Les suites circulaires sont formees des cercles ayant un de leurs foyers 
sur un cercle U de Tespace. Ces suites, extremement importantes, don- 
nent lieu a des proprietes nombreuses. 

Par Ic cercle U on pent faire passer une suite de spheres S, S', S",.... 
Ces spheres coupent le plan P suivant une suite de cercles C, C, C,... 
ayant deux points communs. Tons ces cercles sont evidemment coupes 
par les cercles de la suite U sous un angle tixe pour chacun d'eux. 
Ainsi tons les cercles de la suite U couperont C sous Tangle a, C sous 
Tangle a',.... 

Comme, parmi les spheres S, S', S" contenant le cercle U il y en a 
deux qui se reduisent a des points, ces points F, F' seront a des dis- 
tances nuUes de tons les points du cercle U, et par consequent ils re- 
presenleront deux cercles tangents a tons ceux de la suite U. Enfin une 
des spheres S, S', S",... a son centre dans le plan P, et elle coupe ce 
plan suivant un cercle R que rencontrent a angle droit tons ceux de la 
suite U. On a done la proposition suivante : 

Tous les cercles appartenant a une suite circulaire U coupent sous des 
angles constants des cercles C, C, C",... ayant mime axe radical. Parmi 
tous les cercles C 9 C, G",... , il y en a deux, reels ou imaginaires, qui sont 
tangents a tous les cercles de la sdrie U, un qui leur est orthogonal. 

Avant de donner de nouvelles proprietes de la suite circulaire, fai- 
sons Tapplication des resultats precedents a la recherche des cercles 
coupant deux cercles donnes C, C sous des angles donnes. 

Adjoignons aux cercles C et C les. cercles concenlriques D, D' enve- 
loppes des droites coupant C et C respectivement sous les angles don- 
nes pour chaque cercle. 

Les cercles coupant le cercle C sous Tangle donne auront leurs foyers 
sur deux spheres passant par C et ayant pour centre un des deux 
foyers d, rf, du cercle D. De meme, les cercles coupant C sous Tangle 
indique auront leurs foyers sur deux spheres contenant C et ayant pour 
centres un des foyers d\ d[ du cercle D'. Les deux spheres passant 
par C couperont les deux spheres contenant G suivant quatre cercles, 
deux a deux symetriques par rapport au plan P, et qui determineront 
par consequent deux series circulaires de cercles. 
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Soil U I'une de ces series; les cercles de cette serie coiiperont sous 
un angle constant tout cerele passant par Tintersection de C et de C; 
mais il importe de donner une construction geometrique simple four- 
nissant cet angle. Les remarques suivantes conduisent au resultat. 

Le centre de toute sphere passant par le cerele U est le foyer d'un 
cerele avec lequel tons les cercles de la suite out une tangente com- 
mune de longueur donnee. II y a done toute une serie de cercles (serie 
rectiligne), telle que tous les cercles de la suite U ont avec chacun d'eux 
une tangente commune de longueur donnee. Ces cercles, etant repre- 
sentes par des points en ligne droite, centres de toutes les spheres con- 
tenant le cerele U, ferment ce que nous avons appel^ une suite rectiligne. 
Nous obtenons done le resultat elegant qui suit : 

itant donhes deux cercles C, C {fig. 6) qui doivent Sire coupes par 
des cercles variables sous les angles oiy od ^ on construira les cercles D en- 
vehppe des droites coupant C sous V angle ol et\i\ en{^eloppe des droites 
coupant C sous V angle «'. Cela pose, 

Fig. 6. 




Torn les cercles variables couperont sous un angle constant ol" tout 
cerele ^' passant par V intersection des cercles C e/ C, et les droites coupant 
le cerele C" sous U angle correspondant ol" envelopperont un cerele D" con- 
centrique a C", et ayant avec D, D' un mime centre de similitude. 

On a done deux sdries de cercles suivant quon prend Vun ou V autre 
des deux centres de similitude de D et de D'. 

Celui des cercles C', C*' qui a pour centre le point est coupe a 
angle droit. Les deux cercles tangents s'obtiendront en menant par 
rintersection de C et de C les cercles admettant avec D et D' le meme 
centre de similitude. Ce probleme, quand les cercles tangents cherch^s 
sont r^els, ne pr^sente aucune difBculte. II se ram^ne, en effet, a la 
construction d'un cerele passant par deux points et tangent \ deux 



376 SUR LES RELATIONS ENTRE LES GROUPES 

droites, construction qu'on sail eflectuer, alors meme que les deux 
points ou les deux droites sont imaginaires conjugues. 

Ainsi Ton saura determiner par les constructions precedentes Tangle 
souslequel est coupe chaque cercleC,... par les cercles variables, ceux 
de ces cercles C qui sont coupes a angle droit, ou tangents a tous ces 
cercles variables. 

Revenons aux suites circulaires. Ces suites circulaires pourront etre 
definies avec avantage de la maniere suivante : Le plan du cercle U 
determine une suite plane comprenant tous les cercles de la serie U; 
en second lieu, on pent faire passer par le cercle U une sphere ayant 
son centre dans le plan P. Cette sphere contient les foyers de tous les 
cercles coupant a angle droit un cercle donne, intersection de la 
sphere par le plan P. Done : 

Toute suite circulaire peut Stre definie comme formde de deux cercles 
d'une suite plane qui coupent a angle droit un cercle donne R. Nous 
emploierons utilement ee mode de determination. 

II y aurait aussi a etudier avec avantage les suites de cercles dont les 
foyers decrivent des sections coniques, des courbes gauches du qua- 
trieme ordre, etc. Cela nous eloignerait de Tobjet du present travail. 

XVI. 

Les principes precedents nous permeltent de donner une solution et 
la construction geometrique du probleme de Steiner. 

Construirc un cercle coupant sous trois angles donnes a, a', ol" trois 
cercles donnes C, C, C. 

Nous Savons d'abord que, si Ton conslruit les trois cercles D, D', D", 
D enveloppe des droites coupant le cercle C sous Tangle a; D', D" de- 
tinis de la meme maniere au moyen de C, C", le probleme de Steiner 
sera equivalent au suivant : 

Construire un cercle ayant as^ec les trois cercles D, D', D" des tangentes 
communes de longueur donnee [et egales pour chaque cercle D dla moitie 
de la corde que la tangente a ce cercle intercepte dans le cercle C qui lui est 
concentrique) . 

D'apres cela, on peut imagincr la construction suivante du probleme : 

Soient c/, d\ d" trois foyers des cercles D, D', D"; de ces trois points 
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comme centres on decrira trois spheres contenant respeclivement les 
cercles C, C, C". Ces trois spheres se couperont en deux points qui 
seront les foyers de deux des cercles cherches. En choisissant de toutes 
les manieres possibles les foyers des cercles D, D\ D'', on aura huit 
solutions determinees par couples. 

Mais la construction precedente ne pent etre qu'imaginee; on ne 
pourrait meme pas I'effectuer par la Geometric descriptive, puisqu*elle 
repose sur Temploi des imaginaires. Elle n'offre done qu'un avantage, 
celui de guider et d'apprendre que le probleme est possible avec la regie 
et le compas. 11 reste maintenant a indiquer des constructions s^effec- 
tuantdans le plan, et ne devenant impossibles que si les cercles cherches 
deviennent imaginaires. Yoici comment on pent obtenir ce resultat : 

Nous admettrons, pour ne pas interrompre le raisonnement, qu'on 
sache construire, quand ils existent, les deux cercles qui coupent h 
angle droit un cercle donne (dont le centre est reel, mais dont Ic 
rayon peut etre soit reel, soit la racine carree d'un nombre negatif), et 
qui ont avec un autre cercle un centre de similitude donne. 
Gela pose, on procedera de la maniere suivante : 
Le plan dd'd'' coupe le plan P des trois cercles suivant une droite A 
qu'on construira. C'est I'axe de similitude des trois cercles D, D', D". 

Soit R le cercle radical de centre des trois cercles donnes C, C, C". 
La droite A coupe le cercle radical R en deux points appartenant aux 
deux cercles inconnus. 
Par suite, le probleme pourrait, des a present, etre ramene au suivant : 
Construire un cercle passant par deux points donnes ^ rdels ou imagi- 
naires conjugueSy et coupant sous un angle donni un cercle donni^ soit G 
sous V angle a, soit C sous V angle a', soit C" sous V angle od'. 
Mais on peut achever la solution de la maniere suivante : 
Tous les cercles tangents aux deux cercles inconnus font partie 
d'une suite circulaire. Reportons-nous a la construction imaginaire don- 
nee au debut. Les foyers des deux cercles cherches, etant a Tintersec- 
tion de trois spheres de centres rf, d\ d'\ seront places symetrique- 
ment par rapport au plan des centres. Soient F, F' ces deux foyers. La 
droite FF', etant I'axe radical des trois spheres, viendra couper le plan P 
des cercles G, D au point 0, centre radical des cercles G, et toutes les 
spheres de rayon nul passant par F, F' seront k Tintersection du plan 

Jnnales de VAcole Normale, a* S^rie. Tome I. 4^ 
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dd'd" et de la sphere decrite dti point comme centre, et contenant le 
cercle radical R dejii defini. Ainsi les foyers de tous les cercles tangents 
aux deux cercles inconnus soot a la fois sur la sphere contenant le 
cercle R comme grand cercle, etdans le plan des foyers d, d', d" des 
trois cercles D, D', D". D'apr^s cela, nous pouvons enoncer la curieuse 
proposition suivante : 

Si d'un point quelconque M [Jig. 7} du plan comme centre, on ddcrit 
un cercle H orthogonal a^etun cercle K ayant avec D, par exemple, son 

Fig. 7. 



centre de similitude fi sur I'axe A, les deux cercles inconnus et cherckfy 
couperont le cercle E. sous le m^me angle que les tangentes du cercle K ('). 

C'est la generalisation de la proposition donnee pour les cercles 
coupant deuvcercles donnes sous des angles donnes. On voit qu'une 
construction des plus simples donnera Tangle sous lequel est coupe 
par les deux cercles inconnus tout cercle orthogonal au cercle R. 

II est clair qu'il est possible de d6duire de cette construction gene- 
rate une in^nite de manieres de r^soudre la question proposee. Par 
exemple, si Ton examine la suite des cerples orthogonaux k R, ayant 
leurs centres sur une droite donnee, ces cercles passeront par deux 
points fixes, et il y en aura deux qui seront tangents aux deux cercles 



(') On voit pourquoi les deux points d'interseclion du cercle R et de la droile & appar~ 
tieanent aux cercles cbercb6s. Ce sont des cercles de rayon nul tangents h ces doux cercles. 
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incoDnus. On les determinera par la methode de Tarticle precedent;, 
mais, pour etre assure que ces cercles tangents aux cercles inconnus 
sont reels quand les cercles inconnus le sont, il faudra choisir des lignes 
partieulieres, telle que la droite 00' perpendiculaire abaissee de sur A. 

Voici, par exemple, comment on pourra proceder : 

II peut arriver deux cas : ou bien les cercles D, D', D" couperont 
leuraxe A (et tous les troissous le meme angle), ou bien aucun d'eux 
ne le coupera. 

Dans le premier cas, supposons, par exemple, que le cercle D coupe 
Taxe A en E, E' {fig^ 8). On menera par le centre radical deux droites 
paralleles aux tangentes en E, E' ; les deux cercles cherches seront tangents 
d ces deux droites (*), et comme ils dowent passer par T intersection du 
cercle R et de raxe A, le probleme sera ramene a une construction con- 
nue et toujours possible quand le probleme aura des solutions reelles. 

Fig. 8. Fig 9. 





Dans le deuxieme cas, ou les cercles D ne coupent pas leur axe de 
similitude A {/ig. 9), on fera glisser un de ces cercles D parallelement 
a A, jusqu'a ce que son centre vienne sur la droite 00'; on lui menera 
deux tangentes reelles du point 0', et Von construira les deux cercles 
tangents a ces deux droites et coupant le cercle R a angle droit. Ces deux 
cercles coupent la droite 00' sur laquelle ils ont leurs centres en quatre 
points qui sont les extremites des diametres des deux cercles cherches. 

(') En effet, les cercles tangents aux deux cercles inconnus sont orthogonaux au cercle R 
et coupent I'axe A sous le m^me angle quo les cercles D, D\ D". Les deux droites consid^r^s 
satisfont k cette double condition. 

48. 
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Ces deux cercles sont done plus que determines, puisqu'on en eonnait 
deja les deux points a Tintersection de A et de R. 

II est bon de faire remarquer qu'aucune de ces constructions ne 
suppose le cercle radical reel. 

Enfin, comme les methodes precedentes peuvent conduire a un grand 
nombre de constructions, on pourra en preferer une qui conduira a un 
cercle K tangent aux deux cercles inconnus. Alors, pour avoir les 
points de contact, il suffit de prendre le pole de Taxe A par rapport au 
cercle K, et de joindre ce pole au centre radical : la droite de jonction 
coupera le cercle K a ses deux points de contact avec les deux cercles 
inconnus. 

On pourrait appliquer cette construction si Tun des trois cercles 
donnes D devait etre tangent aux cercles cherches, ou si Ton trouvait 
preferable de chercher, dans une des series de cercles orthogonaux ^ R 
et ayant leurs centres en ligne droite, les deux qui doivent etre tan- 
gents aux deux cercles inconnus. Ce mode de construction pourrait etre 
avantageux si le cercle radical R coupait I'axe A en deux points reels. 
Alors, dans la suite des cercles ayant leur centre sur une ligne droite 
contenant Tun de ces points a et orthogonaux a R, un seul serait tan- 
gent aux cercles inconnus (I'autre etant represente par le point a) et 
serait par consequent reel. II y aurait lieu alors d'appliquer pour les 
points de contact la construction que nous avons indiqu^e; mais les 
solutions indiquees tout d'abord nous paraissent satisfaisantes au point 
de vue de la theorie, en ce sens qu'elles sont simples et demeurent ap- 
plicables tant que le probleme est possible. 

La methode precedente s'etend aux spheres. On a en effet les propo- 
sitions suivantes, dont nous laissons la demonstration a chercher au 
lecteur. ' 

Toutes les spheres coupant deux sphires S, S' sous des angles con- 
stants a, oi coupent dgalement sous un angle constant ex!' chacune des 
sphires S" passant par r intersection de S et de S'. 

Quon associe a S, S', S" des spheres concentriques T, T', T" determinies 
par la condition que leurs plans tangents coupent S, S', S" respectivement 
sous les angles ol^ a', a", les sphires T, T', T" auront mime centre de simi- 
litude. 

Toutes les sphires coupant trois sphires S, S^ S'' sous des angles con^ 
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Slants Uf a\ a!' coupent aussi sous un angle constant ol" toute sphire S'^paS" 
santpar les deux points d^ intersection des trois premieres. Qu'on associe, 
par la mAme regie que prdcidemment^ aux sphires S des spheres T con- 
centriqueSf ces spheres T auront un mime axe de similitude ; leurs centres 
de similitude seront sur cet axe. 

Les deux spheres dun mime couple coupant quatre sphires S, SS S"", S'' 
sous des angles donnes ol^ a', a", a*' coupent sous F angle oli toute sphire S,- 
ayant mime centre radical que Us quatre premieres ; et si Von associct 
comme pricedemment^ des spheres concentriques T aux sphires S, les 
spheres T prises deux a deux ont leur centre de similitude dans un plan 
fixe A. 

Les deux sphires du couple passentparle cercle commun au plan Acta 
la sphire radicale des quatre sphires donnees. Leurs centres sont done sur 
la perpendiculaire abaissee du centre radical sur A. On est done rameni^ 
en coupant par unplan contenant cette perpendiculaire , a des prohlimes 
de Geometric plane dijd risolus. 

XVII. 

Proposons-nous d'appliquer les metbodes precedentes au problfeme 
suivant, qui a ete aussi propose par Steiner, et qui est beaucoup plus 
facile que le precedent : 

Construire un cercle coupant sous des angles igaux quatre cercles donnis. 

Gherchons d'abord la suite des cercles coupant sous des angles egaux 
trois cercles donnes D, D', D''. Soient d, d\ d" trois foyers de ces cer- 
cles. Si par les trois points d^ d\ d" on fait passer une sphere quel- 
conquOt cette sphere coupera le plan des trois cercles suivant un 
cercle C. Les trois cercles D, D', D", ayant leurs foyers sur une sphere 
contenant le cercle C, couperont celui-ci sous un meme angle. 11 suit 
de Ik que Ton aura une des series de cercles coupant sous des angles 
egaux les trois cercles donnes en faisant passer par les foyers d^ d\ d" 
une suite de spheres coupant le plan P suivant des cercles ayant meme 
axe radical. On conclut de la facilement la proposition suivante : 

Tous les cercles coupant sous des angles egaux trois cercles donnes se 
divisent en quatre siries, et les cercles de chaque sirie ont pour axe radical 
un des quatre axes de similitude. Au nombre des cercles de chaque sine 
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figurent le cercle radical et deux des cercles tangents aux trois cercles 
donnes. 

Ce theoreme resout evidemment la question proposee plus haut. 

Les propositions s'etendent aux spheres. 

Ainsi toutes les spheres d'une serie coupant sous des angles egaux trois 
spheres donnees ont un mime axe radical^ I* axe de similitude des trois 
spheres ; il y a autant de series que d'axes de similitude ; chaque serie 
comprend des spheres tangentes^ les spheres orthogonaleSy etc. 

Toutes les spheres coupant sous des angles egaux quatre sphires donnees 
se dinsent en huit series, Les spheres de chaque serie ont pour plan radical 
un des huit plans de similitude. Elles comprennent la sphere orthogonale^ 
deux spheres tangentesy etc. ( * ) 

On pent ajouter a ces propositions : 

Toutes les spheres coupant deux spheres donnees sous un mime angle 
sont orthogonales a une mime sphere qui a pour centre le centre de sifni- 
litude des deux premieres et qui passe par leur intersection. 

XVIII. 

Un probl^me analogue au precedent est le suivant : 

Construire un cercle admettant avec quatre cercles donnes des tangentes 
communes e gales. 

D'apres notre methode de representation, cela revient a trouver dans 
Tespace un point a egale distance de quatre points donnes. La solution 
est fournie par les principes suivants : 

Tous les cercles admettant avec deux cercles donnes des tangentes 
communes egales forment deux suites planes contenant chacune une 
sirie de cercles tangents, et ajant pour axe de similitude I' axe radical 
des deux cercles donnes. 

Tous les cercles admettant avec trois cercles donnes des tangentes 
communes c gales forment quatre suites rectilignes ajant chacune pour 
centre de similitude le centre radical ^ et comprenant deux cercles tan- 
gents; la ligne des centres de la suite est norma le a un axe de similitude. 

(') roir dans les Matcmatischc Jnnalen, t. HI, un article de M. Affolier, professeur k 
Solothurn. 
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I^es cercles admettant avec quatre cercles des tangentes communes 
egales sont au nombre de huit. Leiirs centres sout a I intersection des per- 
pendiculaires ahaissees des centres radicaux des quatre cercles pris trois 
a trois sur les axes de similitude correspondants des quatre cercles pris trois 
a trois. 

Ces thcoremes s'etendent sans modification aux spheres. 



XIX. 



Les constructions precedentes ont ete donnees comme application de 
la representation des cercles par des points de Tespace, employee pour 
la premiere fois par M. Chasles. Nous nous proposerons maintenant de 
trailer les memos problemes, en employant les formules demontrees 
dans la deuxieme Partie. 

Soient deux groupes de cinq spheres dans Tespace, et designons 
par a,y le cosinus de Tangle de la sphfere i du premier groupe avec la 
sphcrey du second. Alors, designant par ^,y, comme nous I'avons fait 
jusqu'iciy la puissance commune des deux memos spheres, on aura 
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et la relation (78), appliquee aux deux groupes de cinq spheres, pourra 
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si les deux groupes de cinq spheres se confondent, cette equation se 
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simplifie un peu, et elle devient une relation entre les rayons et les 
angles de cinq spheres quelconques. Elle pent s'ecrire 
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et ici I'on a 



a,y nr ^,7. 



Par exemple, si les cinq spheres sont orthogonales, toutes les quan- 
tites a/y deviennent nulles, et I'equation (87) prend la forme simple 



(88) 



2(k)=°- 



Nous avons fait usage (equation i5) de cette relation. 

De meme si, dans la formule (78), relative a deux groupes de cinq 
spheres, on suppose que chaque sphere d'un groupe soit orthogonale 
a toutes celles de Tautre groupe qui ne lui correspondent pas (t;o/rXI), 
on aura 



(89) 
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Ge resultat conBrme une formule deja indiquee (p. 363). 

Puisque la formule (87) donne une relation entre les angles et les 
rayons de cinq spheres, elle determinera le rayon de la sphere coupant 
qufttre spheres i, 2, 3, 4 sous des angles connus. On a done ainsi une 
solution analytique du probleme de Steiner relatif aux spheres. En 
changeant les lignes des cosinus, on aura huit equations du second de- 
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gr6 doDDant les seize rayons. Od a done une premiere solution analy- 
tique, puisque, le rayon de la sphere une fois connu, on saura deter- 
miner la position de la sphere par rapport aux quatre spheres donnees. 
Mais nous allons donner aussi Tequation des deux spheres faisant partie 
d'un memo couple, et coupant sous des angles donnes les quatre spheres 
donnees. 
A cet effet, rappelons Tequation 

I kij 1 — o, I, 7 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

entre les puissances communes de six spheres. Supposons que les quatre 
premieres soient les spheres donnees, que la cinquieme soit Tune des 
spheres cherchees, et que la sixieme se reduise a un point situe sur la 
sphere cherchee 5. Alors 

A'46 = o, A-6/ = S„ h^i =:: — 2 Rfc R,' a»o 

formules ou S/ designe la puissance d'un point par rapport k la sphere i\ 
R/, Ry, 0L^J ont les memes significations que precedemment. Cela pose, 
Tequation rappelee plus haut prend la forme 
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Cette Equation homogene represente deux des spheres repondant a la 
question. On aura les sept autres couples en changeant successivement 
les signes des cosinus. 
Nous avons deja indique que toute equation homogene 

/(S„ St, Sa, S4) = 

represente une surface anallagmatique par rapport a la sphere radicale 

Jnnales de I'icole Normale. a« S^rie. Tome 1. 49 



386 



SUR LES RELA.TIOirS ENTRE LES GRODPES 



des quatre spheres S,-. L'equation precedente represente done deux 
spheres reciproques par rapport a cette sphere radicale; et, en efTet, les 
quatre spheres proposees formeut une figure anallagmatique par rapport 
a leur sphere radicale. A toute sphere les coupant sous les angles indi- 
ques correspondra la sphere reeiproque par rapport au centre radical, 
sphere qui satisfera aux memes conditions. 

Nous avons vu que le probleme de Steiner ( * ) equivaut au suivant : 

Construire une sphere admettant avec quatre spheres donnees des tan- 
gentes communes de longueurs donnees. 

Ge dernier probleme pourrait etre traite directement de la maniere 
suivante : 

La relation entre les tangentes communes de six spheres est la meme 
que celle qui existe entre les distances mutuelles de six points dans un 
espace a quatre dimensions. Cette relation est done 



(90 



I 



I 



1 



I 



I 



I O C|j /|3 In i|5 C|6 

I 1 31 O ijj «J4 tj5 1 2,, 



• 61 'tia *6 



63 *H 



t 



ti& 



= O. 



o 



(93) 



I I 

*I4 *I4 ^1 
tik •2i Sa 



^O. 



En supposant que la sphere 6 se reduise a un point sur la sphere 5, 

on aura 

I 1 I I 
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S, Sa 8384 00 

Cette nouvelle equation n'est pashomogcne et ne pent pas Telre, car 
il est clair que la condition d'avoir avec une sphere fixe une tangente 
commune de longueur donnee ne se conserve pas quand on transforme 
par rayons vecteurs reciproques. La figure Ibrmee des deux spheres 



(' ) M. GrifBths a aussi traite Ic probl^inc do Sleiner par uno voie analylique dans un article 
'1US&T6 aux Proceedings de la Soci^te Math^matique dc Londrcs. 
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representees par Tequation precedente ne pent done etre anallagma- 
tique par rapport a la sphere radicale des quatre spheres donnees S,, 

02» O3, 04. 

XX. 

Examinons de la meme nianiere le probleme suivant : 

Determiner un cercle coupant sous des angles egaux quatre cercle 
donnds. 

Pour resoudre cette question, nous chercherons la condition pour 
que cinq cercles puissent couper sous un meme angle un cercle in- 
connu. Cette condition n'est evidemment pas satisfaite, en general, par 
tout groupe de cinq cercles; il y a bien un cercle qui coupe quatre 
cercles sous des angles egaux, mais ce cercle n'est pas necessairement 
coupe par un cinquieme cercle sous le meme angle que par les quatre 
premiers. 

En effet, si cinq cercles coupent sous un meme angle un cercle C, 
leurs foyers devront etre sur une meme sphere (XV). Nous avons done 
a exprimer analytiquement que les cinq foyers sont sur une meme 
sphere. Pour cela, associons aux cinq cercles un groupe quelconque 
de cinq autres cercles representes par cinq points quelconques, et ap- 
pelons tij le carre de la tangente commune au cercle i du premier groupe 
et a celuiy du second. Alors les distances des deux groupes de cinq 
foyers dans Tespace auront pour carres tfj. Done la condition 

I ^iJ \ = ^ '»7 = ^ 2, 3, 4, 5 

exprimera que les cinq points de Tun des groupes sont sur une sphere, 
et si les cercles du second groupe ont ete choisis de maniere que leurs 
cinq foyers ne soient pas sur une sphere, on voit que Tequation pre- 
cedente exprimera la condition necessaire et suffisante pour que les 
cinq cercles donnes aient leurs foyers sur une meme sphere, c*est- 
a-dire coupent sous un meme angle un cercle inconnu. Cette condition 
s'exprime en fonction des vingt-cinq tangentes communes aux cinq 
cercles du premier groupe et aux cinq cercles arbitrairement choisis 
du second. 

Cela pose, si Ton suppose que le cercle 5 du premier groupe se 
reduise a un point, ce point devra se trouver sur le cercle coupant les 

49- 
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quatre autres sous des angles egaux, et par consequent, en designant 
par Si la puissance de ce point par rapport au cercle i du premier 
groupe» I'equation 
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represente le cercle coupant sous des angles egaux les cercles donnes. 

Gette methode s*etend aux spheres. 

Si, au lieu de faire usage de la relation entre les distances mutuelles 
de deux groupes de cinq points quand les points de Tun des groupes 
sont sur une sphere, on eut employe la relation entre les distances 
mutuelles d'un seul groupe de points, on eut obtenu Tequation 



(94) 



o 


t„ 


<.5 


^4 


s, 


t,, 


o 


/» 


t,> 


s, 


t„ 


t« 


o 


t» 


s, 


<4. 


t,. 


<u 


o 


s. 


s, 


s, 


s, 


s. 


o 



= o, 



qui a I'inconvenient de donner I'equation cherch6e elevee au carre. 

Enfin, si Ton demande Tangle sous lequel quatre cercles sont coupes 
par le cercle qui les rencontre sous des angles egaux, il faudra faire 
usage de la relation entre les cosinus a^/ des angles de cinq cercles 
dejk donnee 
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En supposant que le cercle 5 coupe les quatre premiers sous un meme 
angle de cosinus i^, on a ainsi 
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formule elegante d'oii Ton deduirait celles qui onl ete donnees pour 
les deux cas particuliers dans lesquels les quatre cercles sont tangents 
ou orthogonaux a un meme cercle. 



XXI. 

Nous traiterons par des principes semblables le probleme : 
Determiner une sphere j sachant qu^eUe a avec cinq spheres donndes une 

tangente commune de mAme longueur. 

En effety parmi les relations entre les tangentes communes de sept 

spheres, il y en a une qui est homogene 
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Supposons que les cinq premieres spheres soient les spheres don- 
nees, que la sixieme soit la sphere cherchee, et que la septieme se 
reduise k un point sur la sixieme, on aura 

/«: =0, /?/ ^= S,-, /c, = A', 

et Tequation precedente deviendra, en divisant par k la sixieme ligne 
et la sixieme colonne. 
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Gette forme d'dquation semble donner un lieu du quatrieme ordre; 
mais, au moyen de la sixieme ligne et de la sixieme colonne, on pourra 
faire disparaitre les termes du second degre dans la septieme ligne et 
dans la septieme colonne. 

D'ailleurs la forme meme de tous ces determinants indique que les 
problemes resolus se rattachent d'une maniere etroite k la considera- 
tion des formes homogenes du second degre introduites au d6but de ce 
travail. 
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Si, au lieu de composer dans TequatioD (97) la sixieme ligne et la 
sixifeme colonne avec Tunite, on introduisait des nombres 

cette equation representerait les deux spheres dont les tangentes com- 
munes avec les cinq spheres donnees ont les rapports indiques par ces 
nombres. Ce dernier probleme pent d'ailleurs se resoudre avec la rfegle 
et le compas, comme le montrcnt les remarques developpees (XV), 



XXII. 



En terminant, nous demontrerons une equation tr^s-importante 
entre les puissances d*un point par rapport a cinq spheres quelconques. 
Cette equation se distingue de toutes celles qu'on pourrait etablir par 
cette propriete qu'elle est homogene et du second degre. 

On a vu (XII) qu'on a entre les puissances communes de six spheres 
la relation \ k^j \=o; si Tune d'elles se reduit a un point, on trouvera 



(9B) 



/r.. 

/a. 
/rs. 

S. 



/»*.2 /ri3 It'u /ri5 S, 

/fji rfjs /rj4 fCji O2 

/»'S1 /<^3S Ifzi «S5 S3 

H4t fl'iS IU% /*"4S S4 

«"i2 n\^ h\i /i\f, Ss 

&j O. ©I J^5 O 



= 0. 



C'est la relation cherchee. Si les cinq spheres sont deux a deux ortho- 
gonales, 

et nous obtenons, en developpant, la formule remarquable 
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Cette identite contient toute la theorie des spheres orthogonales. 

La relation geuerale donnc, en y rempla^ant les puissances com- 
munes par les cosinus a,y des angles, Tequation 
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analogue a une equation dejii employee. Cette equation convient aussi 
(l*ailleurs aux angles de deux groupes distincts de cinq spheres. 
Considerons de meme deux groupes de cinq spheres 

et adjoignons a chaque groupe un meme point. On a ainsi deux groupes 
de six spheres ayant en commun un point-sphere, et par suite on ob- 
tient I'equation 
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entre les puissances d'un meme point par rapport a deux groupes de 
cinq spheres. 

Si ces deux groupes sont ceux consideres au § XI, tels que toute 
sphere de Tun des groupes soit orthogonale aux quatre spheres qui ne 
lui correspondent pas dans Tautre groupe, on aura 

et I'equatian precedente deviendra 

/ V V^ Si S, 

(I02) 






Cette formule est la generalisation de Tequation (99). 

Enfin, si Ton suppose qu'aux deux groupes de cinq spheres 

Si, St 

on adjoigne deux points differents, un dans chaque groupe, on obtient 
i'equation 
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qui doDDera le carre d^ de la distance des deux points eu fonction a 
leurs puissances relatives pour chacun des points aux cinq spheres de 
Tautre groupe. 
Par exemple, si Ton considere le systeine pour lequel 

hj — o, 
on aura 

s,s: 



„^, *..y?0 



L'etude des systenies de coordonnees dans lesquels un point est de- 
termine par les rapports de ses puissances relatives a cinq spheres 
quelconques se presente comme consequence des formules precedentes. 
Je reserve pour un autre travail cctte etude, dont j'ai puhlie deja plu- 
sieurs resultats. 

1 5 mars 1873. 
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LES MACHINES PROPRES A DfiVELOPPER CETTE PUISSANCE ('). 

Par S. CARNOT, 

ANCIBN i^L^VB DE l'^GOLE POLTTECHPIIQUE. 
(Paris, Bachelicr, i8a4-) 



Personne n'ignore que la chaleur peut etro la cause du mouvement, 
qu'elle possede mcme une grande puissance motricc : les machines 
a vapeur, aujourd'hui si repandues^ en sont unc preuve parlant k 
tous les yeux. 

C'est a la chaleur que doivent etre attribu^s les grands mouvements 
qui frappent nos regards sur la terre; c'est a elle que sont dues les 
agitations de Tatmosphere, Tascension des nuages, la chute des 
pluies et des autres m^teores, les courants d'eau qui sillonnent la 
surface du globe et dont Thomme est parvenu ^ employer pour 



( * ] L'Ouvrage de Sadi Carnot que nous r^imprimons est comp]6tement 6puis^ depuis long- 
temps. Tir^ k un petit nombro d'exemplaires, ce memorable travail est resU^ longtemps 
inconnu aux premiers auteurs de la Thermodynamique. C'est pour rendre service aux savants, 
privds de la lecture d*un Ouvrage resUS presque in^it, poyr rendre un hommage dclatant et 
exceptionnel k la m^moire de Sadi Carnot quo la Redaction des Annates scientifiques de 
VEcole Normale ri^iroprime aujourd'hui ses Reflexions sur la puissance motrice du feu. 

( Note da Directeur, ) 
j4nnalei de i'Eccle Normale, 9' S^rie» Tome I. 5o 



Bon usage une faible partie ; enfin led tremblements de terre, les Erup- 
tions volcaniques reconnaissent aussi pour cause la chaleur. 

Cest dans cet immense reservoir que nous pouvons puiser la force 
mouvante necessaire k nos besoins; la nature, en nous offrant de 
toutes parts le combustible, nous a donne la faculty de faire naitre en 
tons temps et en tous lieux la cbaleur et la puissance motrice qui en 
est la suite. Developper cette puissance, Tapproprier k notre usage, 
tel est Tobjet des machines a feu. 

L'etude de ces machines est du plus baut interet, leur importance 
est immense, leur emploi s*accroit tous les jours; elles paraissent 
destinies k produire une grande revolution dans le monde civilise. 

Deja la machine a feu exploite nos mines, fait mouvoir nos navires, 
creuse nos ports et nos rivieres, forge le fer, fa^onne les bois, ecrase 
les grains, file et ourdit nos EtofTes, transporte les plus pesants far- 
deaux, etc.; elle semble devoir un jour servir de moteur universel et 
obtenir la preference sur la force des animaux, les chutes d'eau et les 
courants d'air. Elle a, sur le premier de ces moteurs, Tavantage de 
Teconomie; sur les deux autres, I'avantage inappreciable de pouvoir 
s'employer en tous temps et en tous lieux, et de ne jamais soufirir 
d'interruplion dans son travail. 

Si quelque jour les perfectionnements de la machine a feu s'^tendent 
assez loin pour la rendre peu couteuse en etablissement et en combus- 
tible, elle reunira toutes les qualites desirables, et fera prendre aux arts 
industriels un essor dont il serait difficile de prevoir toute Tetendue. 

Non-seulement, en effet, un moteur puissant et commode, que Ton 
pent se procurer ou transporter partout, se subslitue aux moteurs d^ja 
en usage, mais il fait prendre aux arts oil on Tapplique une exten- 
sion rapide, il pent meme creer des arts entierement nouveaux. 

Le service le plus signale que la machine a feu ait rendu h TAngle- 
terre est, sans contredit, d'avoir ranime^ I'exploitation de ses mines 
de houille, devenue languissante et qui menagait de s'etcindre en- 
tibrement a cause de la difficulte loujours croissante des epuisements 
et de Textraction du combustible (*) • On doit mettre sur le second 



(*) On pout aflirmer quo rexlraction de la houille a dtopl^eu Angleterre depuis rinven- 
lion des machines k feu. II en est k peu pres de m^me de I'extraction du cuivre, de retain 
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rang les services rendus k la fabrication du fer , tant par la houille, 
offerte avec abondance et substituee aux bois au momeDt oil ceux-ci 
commenQaient k s'^puiser, que par les machines puissantes de toutes 
esp^ces dont remploi de la machine a feu a permis ou facility I'usage. 

Le fer et le feu sent, comme on le sait, les aliments, les soutiens 
des arts mecaniques. II n'existe peut-elre pas en Angleterre un 
etablissement d'industrie dont Texistence ne soit fondee sur Tusage 
de ces agents et qui ne les emploic avec profusion. Enlever aujour- 
d'hui k I'Angleterre ses machines a vapeur, ce serait lui 6ter k la fois 
la houille et le fer; ce serait tarir toutes ses sources de richesse, 
miner tons ses moyens de prosperite; ce serail aneantir cette puis- 
sance colossale. La destruction de sa marine, qu'elle regarde comme 
sou plus ferme appui, lui serait peut-etre moins funeste. 

La navigation sure et rapide des batiments a vapeur pent etre 
regardee comme un art entierement nouveau du aux machines a feu. 
Deja cet art a permis I'ctablissement de communications promptes et 
regulieres sur les bras de mer, sur les grands fleuves de Tancien et 
du nouveau continent. II a permis de parcourir des regions encore 
sauvages, oil naguere on ne pouvait a peine penctrer; il a permis de 
porter les fruits de la civilisation sur des points du globe ou ils 
eussent ete attendus encore bien des annees. La navigation due aux 
machines a feu rapproche en quelque sorte les unes des autres les 
nations les plus lointaines; elle tend k reunir entre eux les peuples 
de la terre comme s'ils habitaient tons une memo contree. Diminuer en 
effet le temps, les fatigues, les incertitudes eties dangers des voyages, 
n'est-ce pas abreger beaucoup les distances (^)? 

La decouverte des machines k feu a du, comme la plupart des inven- 
tions humaines, sa naissance a des essais presque informes, essais qui 



et du fer. Uefifet produit, il y a un demi-si^le) par la machine k feu sur les mines d' Angle- 
terre se r^p6te aujourd'hui sur les mines d'or et d'argent du nouveau monde, mines dont 
Texploitation d^linait de jour en jour, principalement k cause de rinsuifisance des moteurs 
employ^ aux ^puisements et k Texlraction des minerais. 

(*) Nous disons diminuer les dangers des voyages : en effot, quoique Temploi de la ma- 
chine k feu sur un navire ofTre quelques dangers, que Ton s*est beaucoup exag^r^s, ils sent 
compens^ et au de\k par la faculty de se tenir toujours sur une route fray^ et bien connue, 
de roister k Teffort des vents lorsqu'ils poussent le navire centre les cdtes, centre les bas- 
fonds ou centre les 6cueils. 

5o. 



396 B^FLEXIONS 

ont M attribu^s k diverses personnes et dont on ne connait pas bien le 
v6ritable auteur. C'est, au reste, moins dans ces premiers essais que 
consiste la principale deeouverte que dans les perfectionnements sue- 
cessifs qui ont amene les machines a feu k Tetat oil nous les voyons 
aujourd'hui. II y a a peu pres autant'de distance entre les premiers 
appareils oil Ton a developp6 la force expansive de la vapeur et les ma- 
chines actuelles qu*entre le premier radeau que les hommes ont forme 
et le vaisseau de haut bord. 

Si rhonneur d^une deeouverte appartient k la nation oil elle a acquis 
tout son accroissement, tons ses developpements, cet honneur ne peul 
etre ici refuse a I'Angleterre : Savery, Newcomen, Smeathon, le ce- 
lebre Watt, Woolf, Trevetick et quelques autres ingenieurs anglais 
sont les veritables createurs de la machine h feu ; elle a acquis entre 
leurs mains tous ses degres successifs de perfectionnement. II est natu- 
rel, au reste, qu'une invention prenne naissance et surtout se deve- 
loppc, se perfectionne, la oil le besoin s'en fait le plus imperieuse- 
ment sentir. 

Malgrc les travaux de tous genres entrepris sur les machines k feu, 
malgre Tctat satisfaisant oil ellcs sont aujourd'hui parvenues, leur 
thcorie est fort peu avancee, et les essais d'amelioration tentes sur 
elles sont encore diriges presque au hasard. 

On a souvent agite la question de savoir si la puissance motrice {*) 
de la chaleur est limitee ou si elle est sans homes; si les perfectionne- 
ments possibles des machines a feu ont un terme assignable, terme que 
la nature des choses empeche de depasser par quelque moyen que ce 
soit, ousi, au contraire, ces perfectionnements sont susceptiblesd'une 
extension indefinie. On a aussi cherch^ longtemps, et Ton cherche 
encore aujourd'hui, s'il n'existerait pas des agents preferables k la va- 
peur d'eau pour developper la valeur motrice du feu; si I'air atmo- 
spherique, par exemple, ne presenterait pas, k cet egard, de grands 
avantages. Nous nous proposons de soumettre ici ces questions a un 
examen reflechi. 

( ' ) Nous nous servons ici de Texpression puissance motrice pour designer Tefiet utile 
qu'un moteur est capable do produirc. Get effet peut toujours dtre assimil^ k T^l^vation d*un 
poids k une certaine hauteur; il a, commo on sait, pour mesure le produit du poids, muiU- 
pli^ par la hauteur dont il est cens^ ^Icv^. 
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Le ph^nom^ne de la production du mouvement par la chaleur n'a 
pas 6t6 considere sous un point de vue assez general. On Ta consid^r^ 
seulement dans des machines dont la nature et le mode d'action ne lui 
permettaient pas de prendre toute I'etendue dont il est susceptible. 
Dans de pareilles machines, le phenom^ne se trouve en quelque sorte 
tronque, incomplet ; il devient difficile de reconnaitre ses principes et 
d'etudier ses lois. 

Pour envisager dans toute sa generality le principe de la production 
du mouvement par la chaleur, il faut le concevoir ind^pendamment 
d'aucun m^canisme, d'aucun agent particulier ; il faut etablir des rai- 
sonnements applicables, non-seulement aux machines k vapeur (*), 
mais k toute machine a feu imaginable, quelle que soit la substance 
mise en oeuvre et quelle que soit la mani^re dont on agisse sur elle. 

Les machines qui ne rcQoivent pas leur mouvement de la chaleur, 
celles qui ont pour moteur la force des hommes ou des animaux, une 
chute d'eau, un courant d'air, etc., peuvent etre etudiees jusque dans 
leurs moindres details par la theorie mecanique. Tons les cas sont pre- 
vus, tons les mouvements imaginables sont soumis a des principes ge- 
neraux solidementetablis et applicables en toute circonstance. C'est Ik 
le caractfere d'une theorie complete. Une semblable theorie manque 
evidemment pour les machines a feu. On ne la possedera que lorsque 
les lois de la Physique seront assez ^tendues, assez generalisees, pour 
faire connaitre a I'avance tons les efTets de la chaleur agissant d'une 
manifere determin^e sur un corps quelconque. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, une connaissance au 
moins superficielle des diverses parties qui composent une machine k 
vapeur ordinaire. Ainsi nous jugeons inutile d'expliquer ce que c'est 
que foyer, chaudiere, cylindre k vapeur, piston, condenseur, etc. 

La production du mouvement dans les machines a vapeur est tou- 
jours accompagnee d'une circonstance sur laquelle nous devons fixer 
Fattention. Gette circonstance est le retablissement d'equilibre dans le 
calorique, c'est-a-dire son passage d'un corps oil la temperature est 



( ' ) Nous dislinguons ici la machine a vapeur do la machine k fou en g6n6ral. Cellc-ci peut 
fairo usage d'un agont quelconque, do la vapeur d*eau ou de lout autre, pour r^liser la 
puissance motrice de la chaleur. 
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plus ou moins 61evee k un autre oti elle est plus basse. Qu'arrive-t-il, 
en eSetf dans una machine a vapeur actuellement en activite ? Le ealo- 
rique, developpe dans le foyer par I'effet de la combustion, traverse 
les parois de la chaudiere> vient donner naissance a de la vapeur, s\ 
incorpore en quelque sorte. Celle-ci, Tentrainant avec elle, le porte 
d'abord dans le cylindre, oil il remplit un office quelconque, et de 
la dans le condenseur, oil elle se liqu^fie par le contact de Teau froide 
qui s'y rencontre. L'eau froide du condenseur s'empare done, en 
dernier resultat, du calorique developp^ par la combustion. Elle 
s'echauffe par I'intermediaire de la vapeur, comme si elle eiit et^ pla- 
cee directement sur le foyer. La vapeur n'est ici qu'un moyen de 
transporter le calorique; elle remplit le meme office que dans le 
cbauffage des bains par la vapeur, a Texception que, dans le cas oil 
nous sommes, son mouvement est rendu utile. 

On reconnait facilement, dans les operations que nous venous 
de decrire, le retablissement d'equilibre dans le calorique, son pas- 
sage d'un corps plus ou moins ^chauffe k un corps plus froid. Le pre- 
mier de ces corps est ici Tair brule du foyer, le second est Teau de 
condensation. Le retablissement d'equilibre du calorique se fait entre 
eux, si ce n'est completement, du moins en parlie : car, d'une part, 
I'air brule, apr^s avoir rempli son office, apres avoir enveloppS la 
chaudiere, s'echappe par la cheminee avec une temperature bien 
moindre que celle qu'il avail acquise par I'efTet de la combustion ; et, 
d'autre part, Teau du condenseur, apres avoir liquefie la vapeur, 
s'eloigne de la machine avec une temperature superieure k celle qu'ellc 
y avait apportee. 

La production de la puissance motrice est done due, dans les ma- 
chines a vapeur, non k une consommation reelle du calorique, mais a 
son transport d'un corps chaud a un corps froid ^ c'est-a-dire \ son reta- 
blissement d'equilibre, equilibre suppose rompu par quelque cause 
que ce soit, par une action chimique, telle que la combustion, ou par 
toute autre. Nous verrons bientot que ce principe est applicable a toute 
machine mise en mouvement par la chaleur. 

D'apres ce principe, il ne suffit pas, pour donner naissance a la puis- 
sance motrice, deproduire de la chaleur: il faut encore se procurer du 
troid; sans lui, la chaleur serait inutile. Et en effet, si Ton ne rencon- 
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trait aQtour de soi que des corps aussi chauds que nos foyers, comment 
parviendrait-on k condenser la vapeur? ou la placerait-on une fois 
qu'elle aurait pris naissance ? II ne faudrait pas croire que Ton put, 
ainsi que cela se pratique dans certaines machines ( * ) , la rejeter dans 
Tatmosph^re : Tatmosph^re ne la recevrait pas. Elle ne la regoit, dans 
Tetat actuel des choses, que parce qu'elle remplit pour elle I'office d'un 
vaste condenseur, parce qu'elle se trouve k une temperature plus froide : 
autrement elle en seraitbientot remplie, ou plutot elle en serait d*avance 
saturee ( * ) . 

Partout ou il existe une difference de temperature, partout oil il 
pent y avoir r^tablissement d'^quilibre du calorique, il pent y avoir 
aussi production de puissance motrice. La vapeur d'eau est un moyen 
de realiser cette puissance, mais elle n'est pas le seul : tons les corps 
de la nature peuvent etre employes a cet usage; tons sont susceptibles 
de changements de volume, de contractions et de dilatations succes- 
sives par des alternatives de chaleur et de froid; tous.sont capables de 
vaincre, dans leurs changements de volume, certaines resistances, et de 
developper ainsi la puissance motrice. Un corps solide, une barre metal- 
lique, par exemple, alternativement chauffee et refroidie, augmente et 
diminue de longueur, et pent mouvoir des corps fixes k ses extremites. 
Un liquide alternativement chauffe et refroidi augmente et diminue 
de volume et pent vaincre des obstacles plus ou moins grands opposes 
k sa dilatation. Un fluide aeriforme est susceptible de changements 



( * ) Certaines machines k haute pression rcjettent la vapeur dans Tatmosph^re au lieu de 
ia condenser. On les emploie particuli^rement dans les lieux ou il serait difficile de se pro- 
curer un courant d'eau froide suffisant pour op6rer la condensation. 

{') L'existence de Teau k T^tat liquide, admise n^cessairement ici, puisque sans elle les 
machines k vapeur ne pourraient pas s'alimenter, suppose Texistence d'une pression capable 
d'emp^cher cette eau de se vaporiser, par consequent d'une pression dgale ou sup^rieure k la 
tension de la vapeur, eu (^gard k la temperature. Si une pareille pression n'^tait pas exerc^e 
par Fair atmosphedque, il s'^l^verait a Tinstant une quantity de vapeur d'eau suffisante pour 
I'exercer sur elle-m6me, et il faudrait toujours surmonter cette pression, pour rejeter la va- 
peur des machines dans la nouvelle atmosphere. Or cela dquivaudrait evidenmient k surmon- 
ter la tension qui reste k la vapeur apr6s sa condensation eOectuee par les moycns ordi- 
naires. 

Si une temperature tr^s-eievee regnait k la surface de notro globe, comme il ne paralt pas 
douteux qu*elle r^gne dans son interiour, toutes les eaux de I'Ocean existeraient en vapeur 
dans Tatmosphere, et il ne s'en renconlrerait aucune portion k retat liquide. 
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considerables de volume par les variations de temperature: s*il est ren- 
ferme dans une capacite extensible, telle qu'un cylindre muni d'un 
piston, il produira des mouvements d'une grande etendue. Les vapeurs 
de tous les corps susceptibles de passer k I'etat gazeux, de Talcool, du 
mercure, du soufre, etc., pourraient remplir le memo office que la 
vapeur d'eau. Celle-ci, alternativement chauffee et refroidie, produirait 
de la puissance motrice a la maniere des gaz permanents, c*est-a-dire 
sans jamais retourner a T^tat liquide. La plupart de ces moyens ont 
ete proposes, plusieurs meme ont et^ essayes, quoique ce soit jus- 
qu'ici sans succbs remarquable. 

Nous avons fait voir que, dans les machines a vapeur, la puissance 
motrice est due a un retablissement d'equilibre dans le calorique : cela 
a lieu, non-seulement pour les machines a vapeur, mais aussi pour 
toute machine k feu, c'est-a-dire pour toute machine dont le calorique 
est le moteur. La chaleur ne pent evidemment etre une cause de mou- 
vement qu'en vertu des changements de volume ou de forme qu'elle 
fait subir aux corps; ces changements ne sont pas dus a une Constance 
de temperature, mais bien a des alternatives de chaleur et de froid ; 
or, pour echauffer une substance quelconque, il faut un corps plus 
chaud qu'elle; pour la refroidir, il faut un corps plus froid. On prend 
necessairement du calorique au premier de ces corps pour le trans- 
mettre au second par le moyen de la substance intermcdiaire. G'est 
Ik retablir, ou du moins travailier a retablir Tequilibre du calorique. 

II est naturel de se faire ici cette question a la fois curieuse et im- 
portante : La puissance motrice de la chaleur est-elle immuable en 
quantite, ou varie-t-elle avec Tagenl dont on fait usage pour la realiser 
avec la substance intermediaire, choisie comme sujet d'action de la 
chaleur ? 

II est clair que cette question ne pent etre faite que pour une quan- 
tite de calorique donnee(^), la difference des temperatures 6tant 



( ' ) Nous jugeons inutilo d'cxpliqucr ici ce quo c'est quo quantity do caloriquo ou quan- 
litd do chaleur (car nous employons indilT^remment les deux expressions], ni de d^crire 
comment on mcsure cos quantity par lo calorimelrc. Nous n'expliqucrons pas non plus ce 
quo c'osl quo chaleur latent^, degr6 do temix5rature, chaleur sp^iGque, etc. ; le lecteur doit 
6tro familiaris6 avec ces expressions par I'dtude des Trait^s 61^montaires do Physique ou dc 
Ghimie. 
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egalement (lonnee. On dispose, par exemple, d'un corps A, maintenu 
a la temperature loo degres, et d'un autre corps B, maintenu a la 
temperature o degre, et Ton demande quelle quantite de puissance 
motrice pent naitre par le transport d'une portion donnee de calo- 
rique (par exemple, celle qui est necessaire pour fondre un kilo- 
gramme de glace) du premier de ces corps au second; on demande 
si cette quantite de puissance motrice est necessairement limit6e, si 
elle varie avec la substance employee a la realiser, si la vapeur d'eau 
offre a cet egard plus ou moins d'avantage que la vapeur d'alcool, de 
mercure, qu'un gaz permanent ou que toute autre substance. 

Nous essayerons de resoudre ces questions en faisant usage des 
notions precedemment etablies. 

On a remarque plus haut ce fait evident par lui-meme, ou qui du 
moins devient sensible des que Ton reflechit aux changements de vo- 
lume occasionnes par la chaleur : partout ou il existe une difference de 
temperature, ilpeuty avoir production de puissance motrice. Reciproque- 
ment, partout ou Ton pent consommer de cette puissance, il est pos- 
sible de faire naitre une difference de temperature, il est possible 
d'occasionner une ruptureM'equilibre dans le calorique. La percussion, 
le frottement des corps ne sont-ils pas en effet des moyens d'elever 
leur temperature, de la foire arriver spontanement a un degre plus 
haut que celui des corps environnants, et par consequent de pro- 
duire une rupture d'equilibre dans le calorique, la ou existait aupara- 
vant cet equilibre? C'est un fait d'experience que la temperature des 
fluides gazeux s'eleve par la compression et s'abaisse par la rarefac- 
tion. Voila un moyen certain de changer la temperature des corps et 
de rompre Tequilibre du calorique autant de fois qu'on le voudra avec 
la meme substance. La vapeur d'eau, employee d'une maniere inverse 
de celle oil on Temploie dans les machines a vapeur, pent aussi etre 
regardce comme un moyen de rompre Tequilibre du calorique. Pour 
s*en convaincre, il suffit de reflechir attentivement a la maniere dont se 
developpe la puissance motrice par Taction de la chaleur sur la vapeur 
d'eau. Concevons deux corps, A et B, entretenus chacun a une tempe- 
rature constante, celle de A etant plus elevee que celle de B : ces deux 
corps, auxquels on peut donner ou enlever de la chaleur sans faire 
varier leur temperature, feront les fonctions de deux reservoirs inde- 

AntuUet de Vicole Normalc* 3* Serie. Tome I* 5t 
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niqueet de la saine Physique; elle est inadmissible (*). On doit done 
conclure que le maximum de puissance motrice resultant de Vemploi de 
la vapeur est aussi le maximum de puissance motrice realisable par 
quelque moyen que ce soit. Nous donnerons, au reste, bientot une 
seconde demonstration plus rigoureuse de ce theoreme. Celle-ci ne doit 
etre consideree que comme un apergu (i;o£r page 407)- 

On est en droit de nous faire, au sujet de la proposition qui vient 
d'etre enoncee, la question suivante : Quel est ici le sens du mot maxi- 
mum? A quel signe reconnaitra-t-on que ce maximum est atteint? 
A quel signe reconnaitra-t-on si la vapeur est employee le plus avanta- 
geusement possible a la production de la puissance motrice? 

Puisque tout retablissement d'equilibre dans le calorique pent etre 
la cause de la production de la puissance motrice> tout retablissement 
d'equilibre qui se fera sans production de cette puissance devra etre 
considere comme une veritable perte : or, pour peu qu'on y refle- 
chisse, on s'apercevra que tout changement de temperature qui n'est 



(') On objectera peut-6tre ici que le mouvement perp^tuel, d6montr6 impossible par les 
seules actions m6caniques, ne Test peut-6tre pas lorsqu*on emploie Tinfluence, soit de la cha- 
leur, soitde I'^lectricit^; mais peut-on concevoir les pb6nom6nes de la cbaleur et de Tdlec- 
tricit^ comme dus k autre chose qu'a des mouvements quelconques de corps, et comme tels 
ne doivent-ils pas 6tre soumis aux lois g6n6rales de la M^caniquef Ne sait-on pas d'ailleurs 
a posteriori que toutesles ten tali ves faitespour produirele mouvement pcrpetuel, par quelque 
moyen que ce soit, ont et6 infructueuses? que Ton n'est jamais parvenu a produire un mou- 
vement v^ritabiement perp6tuel, c'est-a-dire un mouvement qui se continuSit toujours sans 
alteration dans les corps mis en OBuvre pour lo realiser? 

On a regard^ quelquefois Tappareil electromoteur (la pile de Volta) comme capable de 
produire le mouvement perp6luel ; on a chcrche a r6alisor cette id6c en construisant des 
piles s^ches, prdtendues inalt^rables; mais, quoi que Ion ait pu faire, I'appareil a toujours 
6prouve des deteriorations sensibles lorsque son action a eie soutenue pendant un certain 
temps avec quelque energie. 

L'acception gen^rale et philosophique des mots mouvement perpetud doit comprendre, 
non pas seulement un mouvement susceptible de se prolonger indefiniment apr^s une pre- 
miere impulsion re(}ue, mais Taction d*un appareil, d'un assemblage quelconque, capable de 
creer la puissance motrice en quantite illimitee, capable de tirer successivement du repos 
tons les corps de la nature, s'ils s'y trouvaient plonges, de detruire en eux le principe de 
rinertie, capable enfin de puiser en lui-merae les forces necessaires pour mouvoir I'univers 
tout enticr, pour |)rolongcr, pour acceierer incessamment son mouvement. Telle serait une 
verilablc creation de puiss<mce motrice. Si elle etait possible, il sorait inutile de chercher 
dans les couranls d'eau et d'air, dans les combustibles, cette puissance motrice; nous en au- 
rions a notre disposition une source intarissable ou nous pourrions puiser a volonte. 
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pas du a un changement de volume des corps ne peut etre qu'un reta- 
blissement inutile d'equilibre dans le calorique ('). La condition ne- 
cessaire du maximum est done quil ne se fasse dans les corps employes 
a realiser la puissance motrice de la chaleur aiicun changement de lempe- 
ralure qui ne soil du a un changement de volume, Reciproquement, 
toutes les fois que cette condition sera remplie, le maximum sera atteint. 

Ce principe ne doit jamais etre perdu de vue dans la construction 
des machines a feu; il en est la base fondamentale. Si Ton ne peut pas 
Fobserver rigoureusement, il faut du moins s'en ecarter le moins pos- 
sible. 

Tout changement de temperature qui n'est pas du a un changement 
de volume ou a une action chimique (action que provisoirement nous 
supposons ne pas se rencontrer ici) est necessairement du au passage 
direct du calorique d'un corps plus ou moins echauffe a un corps plus 
froid. Ce passage a lieu principalement au contact de corps de tempe- 
ratures diverses : aussi un pareil contact doit-il etre evite autant que 
possible. II ne peut pas etre evite completement, sans doute; mais il 
faut du moins faire en sorte que les corps mis en contact les uns avec 
les autres different peu entre eux de temperature. 

Lorsque nous avons suppose tout a Theure, dans notre demonstra- 
tion, le calorique du corps A employe a former de la vapeur, cette 
vapeur etait censee prendre naissance a la temperature meme du 
corps A : ainsi le contact n'avait lieu qu'entre des corps de tempera- 
tures egales; le changement de temperature arrive ensuite dans la va- 
peur etait du a la dilatation, par consequent a un changement de vo- 
lume; enfin la condensation s'operait aussi sans contact de corps de 
temperatures diverses. Elle s'operait en exergant une pression con- 
slante sur la vapeur mise en contact avec le corps B de meme tempe- 
rature qu'elle. Les conditions du maximum se trouvaient done rem- 
plies. A la verite, les choses ne peuvent pas se passer rigoureusement 
comme nous Tavons suppose. Pour determiner le passage du calorique 

(') Nous ne supposons ici aucune action chimique entre les corps mis en usage pour rea- 
liser la puissance motrice do la chaleur. L'action chimique qui so passe dans le foyer est une 
action en quelque sorte preliminairo, une oporation destinec, non 6 produire imm^diatcment 
de la puissance motrice, mais ^ rompre recjuilibre du calorique, a produire une difference de 
temperature qui doit ensuite donner naissance au mouvemeut. 
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d'un corps a Tautre, il faut dans le premier un exefes de temperature; 
mais cet exces peut etre suppose aussi petit qu'on ie voudra; on peut 
le regarder comme nul en theorie, sans que pour cela les raisonnements 
perdent rien de leur exactitude. 

On peutfaire a notre demonstration une objection plus reelle» que 
voici : 

Lorsque Ton empruntc du calorique au corps A pour donner nais- 
sance a de la vapeur, et que cette vapeur est ensuite condensee par son 
contact avec le corps B, Feau employee a la former, et que Ton sup- 
posait d'abord a la temperature du corps A, se trouve, a la fin del'ope- 
ration, a la temperature du corps B; elle s'est refroidie. Si Ton veut 
recommencer une operation semblable a la premiere, si Ton veut deve- 
lopper une nouvelle quantite de puissance motrice avec le meme in- 
strument, avec la meme vapeur, il faut d'abord retablir les choses dans 
leur etat primitif, il faut rendre a Teau le degre de temperature qu'elle 
avait d'abord. Cela peut se faire sans doute en la remettant immediate- 
ment en contact avec le corps A; mais il y a alors contact entre des 
corps de temperatures diverses et perte de puissance motrice (*) : il 
deviendrait impossible d'executer I'operation inverse, c'est-a-dire de 
faire retourner au corps A le calorique employe a elever la tempera- 
ture du liquide. 

Cette diiFiculte peut etre levee en supposant la difference de tempe- 
rature entre le corps A et le corps B infiniment petite; la quantite de 
chaleur necessaire pour reporter le liquide a sa temperature premiere 
sera aussi intiniment petite et negligeabie relativement a celle qui est 
necessaire pour doiiner naissance a la vapeur, quantite toujours finie. 

La proposition, se trouvant d'ailleurs demontree pour le cas ou la 



(') Ce genre de perte se rencontre dans toiites les machines a vapeur. En effet, Feau des- 
tin6e k alimenter la chaudi^re est toujours plus froide que I'eau qui y est ddija contenue; il 
se fait entre elles un rt?tablissement inutile d'^quilibrc dans le calorique. On se convaincra 
Siis^meni a posteriori que ce r^tablissement d'l^quilibre enlraine une perte de puissance mo- 
trice, si Ton rt^n^chit qu'il edi 6l6^ possible d'6chauflbr pr(^alablement I'eau d 'all mental ion en 
Temployant comme eau de condensation dans une petite machine accessoire, ou Ton eHi fait 
usage de la vapeur tiree de la grande chaudiere, et ou la condensation so fUt opc^r^e a une 
temperature intermediaire entre celle de la chaudiere et celle du condenseur principal. La 
force produite par la petite machine n'eiit coftu5 aucune d^pense de chaleur, puisque toule 
celle qui edl M employ^ serait rentree dans la chaudi6re avec Teau de condensation. 
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difference entre les temperatures des deux corps est infmiment petite, 
sera facilement etendue au cas general. En effet, s'il s'agissait de faire 
naitre la puissance motrice par le transport du calorique du corps A 
au corps Z, la temperature de ce dernier corps etant fort differente de 
celle du premier, on imaginerait une suite de corps B, C, D,... de 
temperatures intermediaires entre celles des corps A, Z, et choisies 
de maniere que les differences de A a B, de B a C,... soient toutes infi- 
niment petites. Le calorique emane de A n'arriverait a Z qu'apres 
avoir passe par les corps B, C, D,..., et apres avoir developpe dans 
chacun de ses transpoi^ts le maximum de puissance motrice. Les ope- 
rations inverses seraient ici toutes possibles, et le raisonnement de la 
page 4o2 deviendrait rigoureusement applicable. 

D'apres les notions etablies jusqu'a present, on pent comparer avec 
assez de justesse la puissance motrice de la chaleur a celle d'unc chute 
d'eau : toutes deux ont un maximum que Ton ne pent pas depasser, 
quelle que soit d'une part la machine employee a recevoir Taction de 
Teau, et quelle que soit de Tautre la substance employee a recevoir 
Taction de la chaleur. La puissance motrice d'une chute d'eau depend 
de sa hauteur et de la quantite du liquide; la puissance motrice de la 
chaleur depend aussi de la quantite de calorique employe et de ce qu*on 
pourrait nommer, de ce que nous appellerons en effet la hauteur de sa 
chute (*), c'cst-a-dire de la difference de temperature des corps entre 
lesquels se fait Techange du calorique. Dans la chute d'eau, la puis- 
sance motrice est rigoureusement proportionnelle a la difference de 
niveau entre le reservoir superieur et le reservoir inferieur. Dans la 
chute du calorique, la puissance motrice augmente sans doute avec la 
difference de temperature entre le corps chaud et le corps froid; mais 
nous ignorons si elle est proportionnelle a cette difference. Nous igno- 
rons, par exemple, si la chute du calorique de loo a 5o degresfournit 
plus ou moins de puissance motrice que la chute de ce meme calorique 
de 5o degres a zero. C'est une question que nous nous proposons 
d'examiner plus tard. 

Nous allons donner ici unc seconde demonstration de la proposition 



(') La mati^re ici traiU'jo 6tant tout a fait nouvelle, nous soaimes forc6 d'employer des 
expressions encore inusit^es et ({ui n ont pcut-^tre pas toute la clart6 desirable. 



4o8 REFLEXIONS 

fondamentale enoncee page 4o4» el presenter cette proposition sous une 
forme plus generale que nous ne I'avons fait ci-dessus. 

Lorsqu'un fluide gazeux est rapidement comprime, sa temperature 
s'eleve; elle s'abaisse au contraire lorsqu'il est rapidement dilate. C'est 
la un des fails les mieux eonstates par Texperience : nous le prendrons 
pour base de noire demonstration (*). 



(') Les fails d'exp^riencc qui prouvent le mieux lo changement de temp<^rature des gaz 
par la compression ou la dilatation sent les suivants : 

I" L'abaissemcnt du thermom^trc plac6 sous le recipient d'une machine pneumatique ou 
I 'on fait le vide. Cot abaissement est tr^s-scnsible sur le Ihermom^tre de Bi^guet : il pent 
aller au dela de 40 k 5o degrds. Le nuage qui se forme dans cette occasion semble devoir 
6tre attribu6 h la condensation de la vapeur d'eau causae par le refroidissement de Tair; 

2? L'inflammation de I'amadou dans les briquets dits pneumatiques, qui sent, comme on 
sait, de petits corps de pompe ou Ton fait 6prouver a Fair une compression rapidc; 

y L*abaissement du thermometre place dans. une capacity ou, apres avoir comprim^ de 
Tair, on le laisse ^chapper par I'ouverture d'un robinet;^ 

4" Les r^sullats d'experiences sur la vilesse du son. M. de Laplace a fait voir que, pour sou- 
mettre exactement ces rdsultats a la th^orie el au calcul, il fallait admellre r^hauffement 
de Tair par une compression subite. 

Le seul fait qui puisse 6tre oppos6 a ceux-ci est une experience do MM. Gay-Lussac et 
Welter, d^crite dans les Annates de Chimie ct tie Physique. Une petite ouverture ayant 6t6 
f aile a un vaste reservoir d'air comprim6, et la boule d'un thermom6tre ayant 4t6 prdsentte 
au courant d'air qui sortait par cette ouverture, on n'a pas observ6 d'abaissement sensible 
dans le degr6 de temperature marqu^ par le thermom6tre. 

On peut donner ^ ce fait deux explications : 1° le frottemcnt de I'air centre les parois de 
I'ouverture par laquelle il s'^chappe d6velopi>c pcut-6lre de la chalcur en quantity notable; 
'2° I'air qui vient touclier immedialement la boule du thermometre reprend peut-^tre par son 
choc centre cette boule, ou plutot par I'etfet du d6tour qu'il est forc^ de prendre k sa ren- 
contre, une densit6 legale a celle qu'il avait dans le recipient, a peu pres comme I'eau d'un 
courant s'61eve, centre un obstacle fixe, au-dessus de son niveau. 

Le changement de temperature occasionne dans les gaz par le changement de volume 
peut 6tre regard6 comme I'un des faits les plus importants de la Physique, a cause des nom- 
breuses consequences (ju'il entraine, eten raOme temps comme I'un des plus difliciles a eclair- 
cir et a mesurer par des experiences decisives. II semble presenter dans plusieurs circon- 
stances des anomalies singulieres. 

N'est-ce pas au refroidissement de Fair par la dilatation qu'il faut attribuer le froid des 
regions su[)erieures de ralmosphere? Les raisons donn^es jusqu'ici pour expliquer ce froid 
sent tout a fait insuffisantes; on a dit que I'air des regions eievees, recevant peu dechaleur 
reflechie par la lerre, et rayonnant lui-meme vers les espaces celestes, devait perdre du ca- 
lorique, et que c'elait la la Ciuise de son refroidissement; mais cette explication se trouvc 
detruito si Ion remaniue qu a egale hauteur le froid regno aussi bien et m^me avec plus 
d'intensite sur les plaines eievees que sur lo sommet des montagnes ou que dans les parties 
d'atmosphere eloignees du sol. 
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Si, lorsqu'iin gaz s'est elev6 de temperalure par TefTet de la compres- 
sion, on veut Ic ramoner a sa temperature primitive sans fairc suhir a 
son volume de iiouveaux cliangemcnts, il fatit lui ciilever du calorique. 
Ge ealorique pourrail aussi elre enleve a mesure que la compression 
s'execute, de maniere que la temperature du gaz rcslat constante. De 
meme. si le gaz est rarefie, on pcut cviter qu'il ne baisse dc tempera- 
ture en lui fournissant une certainc quantite de valorique. Nous appel- 
lerons le calorique employe dans ces occasions, oil il ne se fait aucun 
changement de temperature, calorique dll au changement de voUane. 
Cette denomination n'indique pas que le calorique appartlenne au vo- 
lume; il ne lui appartient pas plus qu'il n'upparlient a la pression, et 
pourrait etre tout aussi bicn appele calorique dA au changement de 
pression. Nous ignorons quellcs lois il suit relalivement aux variations 
de volume : il est possible que sa quantite change, soit avec la nature 
du gaz, soit avec sa densite, soit avec sa temperature. L'experience ne 
nous a rien appris sur ce sujet; elle nous a appris seulement que ce ca- 
lorique se developpe en quantite pius ou moins grande par la compres- 
sion des fluides elastiques. 

Cette notion preliminaire elant posce, imaginons un fluide elaslique, 

Fig. ■- 



de I'air almosph6rique, par exemple, renferme dans un vaisscau cylin- 
drique abed {fig. i), muni d'un diaphragme mobile ou piston cd; 

Annaiei de I'EcoIr Normalr. 3' Seric, Tome I. • Si 
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soient en outre les deux corps A, B, entretenus chacun k une tempe- 
rature constante, celle de A etant plus elevee que celle de B; figurous- 
Dous maiDtenant la suite des operations qui vont etre decrites : 

I® Contact du corps A avec I'air renferme dans la capacite abcd^ ou 
avec la paroi de cette capacite, paroi que nous supposerons transmettre 
facilement le calorique. L'air se trouve par ce contact a la temperature 
meme du corps A; cd est la position actuelle du piston. 

2^ Le piston s'eleve graduellement et vient prendre la position e/. Le 
contact a toujours lieu entre le corps A et Tair, qui se trouve ainsi main- 
tenu a une temperature constante pendant la rarefaction. Le corps A four- 
nit le calorique necessaire pour maintenir la Constance de temperature. 

3*^ Le corps A est eloigne, et I'air ne se trouve plus en contact avec 
aucun corps capable de lui fournir du calorique; le piston continue 
pependaut a se mouvoir, et passe de la position e/kh position gh. L'air 
se rarefie sans recevoir de calorique, et sa temperature s'abaisse. Ima- 
ginons qu'elle s'abaisse ainsi jusqu'a devenir egale a celle du corps B : 
k ce moment le piston s'arrete et occupe la position gh. 

l\^ L'air est mis en contact avec le corps B; il est comprime par le 
retour du piston, que Ton ramene de la position gh k la position cd. 
Get air reste cependant a une temperature constante, a cause de son 
contact avec le corps B, auquel il cede son calorique. 

5® Le corps B est ecarte, et Ton continue la compression de Fair, 
qui, se trouvant alors isole, s'eleve de temperature. La compression est 
continuee jusqu'a ce que Tair ait acquis la temperature du corps A. Le 
piston passe pendant ce temps de la position ce/a la position ik. 

&^ L'air est remis en contact avec le corps A ; le piston retourne de 
la position ik a la position ef\ la temperature demeure invariable. 

7*^ La periode decrite sous le n*^ 3 se renouvelle, puis successive- 
ment les periodes 4» 5, 6, 3, 4> 5, 6, 3, 4» 5, et ainsi de suite. 

Dans ces diverses operations, le piston eprouve un effort plus ou 
moins grand de la part de l'air renferme dans 1b cylindre; la force 
elastique de cet air varie, tant a cause des changements de volume que 
des changements de temperature; mais on doit remarquer qu'a volume 
egal, c'est-a-dire pour des positions semblables du piston, la tempera- 
ture se trouve pTus elevee pendant les mouvements de dilatation que 
pendant les mouvements de compression. Pendant les premiers, la 
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force elastique de Tair se trouve done plus grande, et par consequent 
la quantite de puissance motrice produite par les mouvements de dila- 
tation est plus considerable que celle qui est consommee pour produire 
les mouvements de compression. Ainsi Ton obtiendra un excedant de 
puissance motrice, excedant dont on pourra disposer pour des usages 
quelconques. L'air nous a done servi de machine k feu; nous Tavons 
meme employe de la maniere la plus avantageuse possible, ear il ne 
s'est fait aucun retablissement inutile d'equilibre dans le caiorique. 

Toutes les operations ci-dessus decrites peuvent etre executees dans 
un sens et dans un ordre inverses. Imaginons qu'apres la sixieme pe- 
riode, e'est-a-dire le piston etant arrive a la position ef, on le fasse 
revenir a la position ik, et qu'en meme temps on maintienne Tair en 
contact avec le corps A : le caiorique fourni par ce corps, pendant la 
sixieme periode, relournera a sa source, e'est-a-dire au corps A, et les 
choses se trouveront dans Tetat oil elles etaient a la fm de la periode 
cinqui^me. Si maintenant on ecarte le corps A, et que Ton fasse mou- 
voir le piston de e/en cd, la temperature de Tair dicroitra d'autant de 
degres qu'elle s'est accrue pendant la periode cinquieme, et deviendra 
celle du corps B. On peutevidemment continuer une suite d'operations 
inverses de celles que nous avons d'abord decrites : il sudit de se placer 
dans les memes circonstances et d'executer pour chaque periode un 
mouvement de dilatation au lieu d'un mouvement de compression, et 
r^ciproquement. 

Le resultat des premieres operations avait ele la production d'une 
certaine quantite de puissance motrice et le transport du caiorique du 
corps A au corps B; le resultat des operations inverses est la consom- 
mation de la puissance motrice produite, et le retour du caiorique du 
corps B au corps A; de sorte que ces deux suites d'operations s'an- 
nulent, se neutralisent en quelque sorte Tune Tautre. 

L'impossibilite de faire produire au caiorique une quantite de puis- 
sance motrice plus grande que celle que nous en avons obtenue par 
notre premiere suite d'operations est maintenant facile a prouver. EUe 
se demontrera par un raisonnement entierement semblable a celui dont 
nous avons fait usage page 402. Le raisonnement aura meme ici un degre 
d'exactitude de plus : Tair dont nous nous servons pour developper la 
puissance motrice est ramene, a la fin de cbaque cercle d'operations, pre- 

53. 
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cisement a Tetat oil il se trouvait d'abord, tandis qu'il n*en etait pas tout a 
faitde memepourla vapeurd'eau, ainsi que nous I'avons remarque (*). 

Nous avons choisi Fair atmospherique comme rinstrument qui de- 
vrait developper la puissance mo trice de la chaleur; mais il est evident 
que les raisonnements eussent etc les memes pour toute autre sub- 
stance gazeuse, et meme pour tout autre corps susceptible de changer 
de temperature par des contractions et des dilatations successives, ce 
qui comprend tous les corps de la nature, ou du moins tous ceux qui 
sont propres a realiser la puissance motrice de la chaleur. Ainsi nous 
sommes conduits a etablir la proposition generate que voici : 

La puissance motrice de la chaleur est indipendante des agents mis en 
muvre pour la realiser; sa quantite est fixee uniquement par les tempera- 
tares des corps entre lesquels sefait, en dernier resultat, le transport du 
cahrique. 

11 faut sous-entendre ici que chacune des methodes de developper la 
puissance motrice atteint la perfection dont elle est susceptible. Cettc 
condition se trouvera remplie si, comme nous Tavons remarque plus 
haut, il ne se fait dans les corps aucun changemcnt de temperature 
qui ne soit du a un changement de volume, ou, ce qui est la meme 
chose autrement exprimee, s'il n'y a jamais de contact entre des corps 
de temperatures sensiblement diflercntes. 

Les diverscs methodes de realiser la puissance motrice peuvent etre 
prises, d'ailleurs, soit dans Temploi de substances diverses, soit dans 
Temploi de la meme substance a deux etats differents, par excmple, 
d'un gaz a deux densites difTerentes. 



(•) Nous supposons iraplicitement, dans notre d6monstration, que lorsqu'un corps a 
6prouv(^ dos changemenls quclconquos, et qu'apres un certain nombrc do transformations il 
est ramen6 identiquement k son 6lat primitif, c'est-a-dirc k cet 6tat consid6r6 relativemcnt a 
la density, ^la temperature, au mode d'agr6galion, nous supposerons, dis-je, que ce corps so 
trouve contenir la m6me quantite de chaleur qu'il contenait d'abord, ou autrement que les 
quanlit6s de chaleur absorbces ou dei^agees dans ses diverses transformations sont exacle- 
ment compensees. Ce fait n'a jamais el6 revoque en doute; il a 6i6 d'abord admis sans re- 
flexion et veriGe ensuite dans beaucoup de ciis par les experiences du calorimetre. Le nier, 
ce serait renverser toute la theorie de I.i chaleur a laquelle il sert de base. Au resle, pour le 
dire en passant, les principaux fondemenls sur lesquels re|)0S0 la theorie de la chaleur au- 
raient besoin de I'cxamen le plus alttntif. Plusieurs faits d'exi)cricnce paraissent k peu pres 
inexplicables dans T^tat actuel de cettc th6orie. 



SDR LA PUISSANCE MOTBICE DU FEU. 4'3 

Ceci nous conduit naturcllement a des recherches interessantes sur 
les fluides aerifoniies, recherches qui nous mfeneront d'ailleurs a de 
nouveaux resultats sur la puissance motrice de la chaleur, et nous don- 
neront les moycns de verifier, dans quelques cas particuliers, la pro- 
position fondamcntale ci-dessus enoncee (' ]. 

On remarquera facilement que noire demonstration eiit ct6 sim- 
plifiee en supposant les temperatures des corps A et B fort peu difle- 
reotes entre elles. Alors les mouvements du piston se trouvant fort peu 
etendus pendant les periodes 3 et 5, ces periodes eusseot pu etre sup- 
primees sans influence sensible sur la production de la puissance mo- 
trice. Un fort petit changement de volume doit suffire, en effet, pour 
produire un fort petit changement de temperature, et ce petit change- 
ment de volume est negligcahle a cote de celui des periodes 4 ct 6, 
dont I'etendue est illimilee. 

Si Ton supprime les periodes 3 el 5 dans la seric d'operatlons ci- 
dessus decrile, ellc se reduit aux suivantes : 

i" Contact du gaz renferme en abed [fig. a) avec le corps A, passage 
du piston de cd en ef; 

Fig. a. Fie- 3. 



1° Eloigncment du corps A, contact du gaz renferme en abefayec 
le corps B, retour du piston de e/en cd; 

3° Eloiguement du corps B, contact du gaz avec le corps A, passage 
du piston de cd en e/, c'est-a-dire reiiouvellement de la periode pre- 
miere, et ainsi de suite. 



(') Nous Bupposerons, dans cc qui va suivrc, le lectcur au courant des dcrniere progrte 
de la Physique moderne, ea ce qui coacerae les substances gazeuses et la chaleur. 



4 1 4 REFLEXIONS 

La puissance motrice resultant de Tensemble des operations i, i 
sera evidemment la difference entre celle qui est produite par I*expan- 
sion du gaz, tandis qu'il se trouve h la temperature du corps A, et celle 
qui est consommee pour comprimer ce gaz, tandis qu*il se trouve a la 
temperature du corps B. 

Supposons que les operations i, 2 soient executees sur deux gaz de 
natures chimiques differentes, mais pris sous la meme pression, sous la 
pression atmospherique, par exemple; ces deux gaz se comporteront 
absolument Tun comme I'autre dans les memes circonstances, c'est-a- 
dire que leurs forces expansives, primitivement egales entre elles, de- 
meureront toujours egales, quelles que soient les variations de volume 
et de temperature, pourvu que ces variations soient les memes de part 
et d'autre. Cela resulte evidemment des lois de Mariotte et de MM. Gay- 
Lussac et Dalton, lois communes a tous les fluides elastiques, et en 
vertu desquelles les memes rapports existent pour tous ces Uuides entre 
le volume, la force expansive et la temperature. 

Puisque deux gaz differents, pris a la meme temperature et sous la 
meme pression , doivent se comporter Tun comme I'autre dans les memes 
circonstances, si on leur fait subir a tous deux les operations ci-dessus 
decrites, ils devront donner naissance a des quantites de puissance mo- 
trice egales. Or cela suppose, d'apres la proposition fondamentale que 
nous avons etablie, Femploi des deux quantites egales de calorique, 
c'est-a-dire cela suppose que la quantite de calorique passee du corps A 
au corps B est la meme, suit que Ton opere sur Tun des gaz, soil que 
Ton opere sur Tautre. 

La quantite de calorique passee du corps A au corps B est evidem- 
ment celle qui est absorbee par le gaz dans son extension de volume, 
ou celle que ce gaz abandonne ensuite par la compression. Nous sommes 
done conduits a etablir la proposition suivante : 

Lorsquun gaz passe, sans changer de temperature, d'un volume et 
d'une pression determines a un autre volume et a une autre pression 
egalement ddterminds, la quantite de calorique absorbee ou abandonnee 
est toujours la mSme, quelle que soit la nature du gaz choisi comme sujet 
d'experience, 

Soit, par exemple, 1 litre d'air a la terliperaturc de 100 degres et sous 
la pression d'une atmosphere ; si Ton double le volume de cet air et qu'on 
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veuille 1e maintenirala temperature de loo degres, il faut lui fournir 
une certaine quantite de chaleur. Or cette quantite sera precisement 
la meme si, au lieu d'operer sur I'air, on opere sur le gaz acide carbo- 
nique, sur Tazote, sur Thydrogene, sur la vapeur d'eau, d'aleool, c'est- 
a-dire si Ton double le volume de i litre de ces gaz pris a la tempera- 
ture de TOO degres et sous la pression atmospherique. 

II en serait de meme, dans un sens inverse, si, au lieu de doubler le 
volume des gaz, on le reduisait a moitie par la compression. 

La quantity de chaleur que les fluides elastiques degagent ou absor- 
bent dans leurs changements de volume n*a jamais ete mesuree par au- 
cune experience directe, experience qui offrirait sans doute de grandes 
diiBcultes; mais il existe une donnee qui est a peu pres Tequivalent 
pour nous : cette donnee a ete fournie par la theorie du son; elle 
merite beaucoup de confiance, k cause de la rigueur des considera- 
tions par lesquelles on est parvenu a Tetablir. Yoici en quoi elle con- 
siste : 

L'air atmospherique doit s'elever de i degre centigrade, lorsqu'il 

eprouve par la compression subite une reduction de volume de —^{*)' 

Les experiences sur la vitesse du son ayant et& faites dans I'air sous 
la pression de 760 millimetres de mercure, et a la temperature de 6 de- 
gres, c'est seulement k ces deux circonstances que doit se rapporter 
notre donnee. Nous la rapporterons cependant, pour plus de facilite, 
k la temperature o degre, qui en diflere peu. 

L'air comprime de —^5 et elev6 par Ik de i degre, ne diflere de Pair 
echaufl'e directement de i degre que par sa densite. Le volume primitif 
6tant suppose V, la compression de — g le reduit k V g V. 

L'echaufiement direct sous pression constante doit, d'apres la rfegle 
de M. Gay-Lussac, augmenter le volume de Pair de -g- de ce qu'il serait 



(' ) M. Poisson, h qui cette donn^ est due, a fait voir qu'elle s'accorde assez bien avec le 
r^ultat d'une experience de MM. Clement et Dcsormes sur la rentr6e de I'air dans le vide, 
ou plutdt dans Fair un peu rar^B^. Elle s'accorde aussi, a quelque chose pr^, avec certain 
rtoultat trouv6 par MM. Gay-Lussac et Welter. ( Foir la note, p. ^ikS.) 
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a o degre; ainsi Tair est, d'une part, r^duit au volume V ^ V; de 

Tautre, il est porte a V -i---r- V. 

La dilTerence entre les quantites de clialeur que possede Fair dans 
Tun et Tautre cas est evidemment la quantite employee a 1 elever direc- 
temeut de i degre : ainsi doncla quantite de chaleur que Tair absorbe- 

rait en passant du volume V g V au volume V 4- -4- V est egale a 

celle qui est necessaire pour Telever de i degre. 

Imaginons maintenant que, au lieu d'ecfaauffer de i degre Tair soumis 
a une pression constante et pouvant se dilater librement, on le renferme 
dans une capacite inextensible, et qu'en cet etat on lui fasse acquerir 
I degre de temperature. L'air ainsi echaufle de i degre ne diflerera de 

I'air comprime de — g que par son volume plus grand de — p- Ainsi 
done la quantite de chaleur que Tair abandonnerait par une reduction 
de volume de — ^ est egale a celle qu'il exigerait pour s'clever de i de- 
gre centigrade sous volume constant. Comme les differences entre les 
volumes V g V, V et V -+- -^ V sont petites relativement aux vo- 
lumes eux-memes, on pent regarder les quantites de chaleur absorbees 
par Fair, en passant du premier de ces volumes au second, et du pre- 
mier au troisieme, comme sensiblement proportionnelles aux change- 
ments de volume. On se trouve done conduit a etablir la relation 
suivante : 

La quantite de chaleur necessaire pour elever de i degre l'air sous 
pression constante est a la quantite de chaleur necessaire pour elever 
de I degre le meme air sous volume constant dans le rapport des 
nombres 



II , I 

6 1" n a ft f 

207 no 



ou bien, en multipliant de part et d'autre par 1 16 . 267, dans le rapport 
des nombres 267 4- 1 16 a 267. 

C'est done la le rapport qui exisle entre la capacite de l'air pour la 
chaleur sous pression constante et sa capacite sous volume constant. Si 
la premiere de ces deux capacites est exprimee par Tunite, I'autre sera 
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417 



267 



exprim^e parle chiffre -^ — ^— g> ou k peu pres 0,700; leur difference, 

1 — 0,700 ou o,3oo, exprimera evidemment la quantite de chaleur 
destin^e k produire raugmentation de volume de I'air lorsqu'il est 
echauffe de i degre sous pression constante. 

D'apres la loi de MM. Gay-Lussac et Dal ton, cette augmentation de 
volume serait la meme pour lous les autres gaz; d'apres le theor^me 
demontre page 4 1 4» 1^ chaleur absorbee par des augmentations egales de 
volume est la meme pour tons les fluides elastiques; nous sommes done 
conduits a etablir la proposition suivante : 

La difference entre la chaleur spdcifique sous pression constante et la 
chaleur spicifique sous volume constant est la mime pour tous les gaz. 

II faut remarquer ici que tous les gaz sont supposes pris sous la meme 
pression, la pression atmospherique, par exemple, et qu'en outre les 
chaleurs sp^cifiques sont mesurees par rapport aux volumes. 

Bien ne nous est plus aise maintenant que de dresser une Table des 
chaleurs specifiques des gaz sous volume constant, d'apres la connais- 
sance de leurs chaleurs specifiques sous pression constante. Nous pre- 
sentons ici cette Table, dont la premiere colonne est le resultat des 
experiences directes de MM. Delaroche et Berard, sur la chaleur 
specifique des gaz soumis a la pression atmospherique, et dont la se- 
conde colonne est compos^e des nombres de la premiere diminues 
de o , 3oo. 

Table de la chaleur spicijique des gaz. 




Air atmospherique 
Gaz bydrog^ne. . . 
Acide carbonique. 

Oxyg6ne 

Azote 

Protoxyde d'azote. 

Gaz ol^fiant 

Oxyde de carbone. 



CHALEUR 


CHALEUR 


specifique 


sp^ifique 


sous pression 


sous volume 


constante. 


constant. 


1 ,000 


0,700 


o,9o3 


o,6o3 


1,258 


0,958 


0,976 


0,676 


1 ,000 


0,700 


i,35o 


i,o5o 


1,553 


I ,a53 


i,o34 


0,734 
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Les nombres de la premiere colonne et ceux de la secondc soDt ici 
rapport^s k la meme unite, k la chaleur sp^cifique de I'air atmospbe- 
rique sous pression constante. 

La difference entre cbaque nombre de la premiere colonne et le 
nombre correspondant de la seconde ^tant constante, le rapport entre 
ces nombres doit etre variable : ainsi le rapport entre la chaleur spe- 
cifique des gaz sous pression constante et la chaleur sp^cifique sous 
volume constant varie lorsqu'on passe d*un gaz a un autre. 

Nous avons vu que I'air, lorsqu'il eprouve une compression subite 
de JY6 ^^ ^^" volume, s'eleve de i degre. Lesautres gaz, par une com- 
pression semblable, doivent s'elever aussi de temperature : ils doivenl 
s'elever, mais non pas egalement en raison inverse de leur chaleur 
specifique sous volume constant. En effet, la reduction de volume etant 
par hypoth^se toujours la meme, la quantite de chaleur due a cette 
reduction doit etre aussi toujours la meme, et par consequent doit pro- 
duire une elevation de temperature dependant seulement de la cha- 
leur specifique acquise par le gaz apres sa compression, et ^videmment 
en raison inverse de cette chaleur specifique. II nous est done facile 
de former la Table des elevations de temperature des differents gaz 
pour une compression de yti* 

La voici : 

Tableau de Vilivation de temperature des gaz par I'effet 

de la compression* 



NOMS DBS GAZ. 



Air atmosph6rique 
Gaz hydrog^ne . . . 
Acide carbonique. 

Oxyg6ne 

Azote 

Proloxyde d'azote . 

Gaz o16fiant 

Oxydo de carbone 



^L^VATION 

de temperature 

pour une 

reduction de volume 

de -!-. 
1 1 « 



1 ,000 
1 ,160 
0,730 
I ,o35 
1 ,000 
0,667 
o,558 
0,955 
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Une nouvelle compression de jfy (du volume varie) elfeverait encore, 
comme on le verra bientdt, la temperature de ces gaz d*une quantity k 
peu prfes egale a la premiere; mais il n'en serait pas de meme d'une 
troisi^me, d'une quatrifeme, d'une centieme compression pareille. La 
capacity des gaz pour la chaleur change avec leur volume; il est tres- 
possible qu'elle change aussi avec la temperature. 

Nous aliens maintenant d6duire de la proposition g^nerale 6noncee 
p, ^12 un second th6oreme qui servira de complement k celui qui vient 
d'etre demontre. 

Imaginons que le gaz renferme dans la capacite cylindrique abed 
[fig. 2) soit transports dans la capacite a'h'c d' [fig. 3), d'6gale hau- 
teur, mais de base difTerente et plus etendue : ce gaz augmentera de 
volume, diminuera de densite et de force elastique dans le rapport in- 
verse des deux volumes abed, a'b'c'd' . Quant a la pression tolale 
exercee sur chaque piston cdy c'd\ elle sera la meme de part et d'autre, 
car la surface de ces pistons est en raison directe des volumes. 

Supposons que Ton execute sur le gaz renferme en dVdd' les ope- 
rations decrites p. 4^3, et qui etaient censSes faites sur le gaz renferme 
en abcdy c*est-a-dire supposons que Ton donne au piston c'd! des 
mouvements egaux en amplitude k ceux du piston cd^ qu'on lui fasse 
occuper successivement les positions dd! correspondant a cdy et e'/' 
correspondant a efy et qu'en meme temps on fasse subir au gaz, par 
le moyen des deux corps A, B, les memes variations de temperature 
que lorsqu*il itait renferme en abed : Teffort total exerce sur le piston 
se trouvera etre, dans les deux cas, toujours le meme aux instants cor- 
respondants. Gela resulte uniquement de la loi de Mariotte(*); en 



(*) La loi de Mariotte, sur laqnelle nous nous fondons ici pour ^tablir notre demonstra- 
tion, est une des lois physiques les mieux constat^os. Elle a servi de base k plusicurs thtories 
v^riG^es par rexp^rience, et qui v6riGent k leur tour les lois sur lesquellcs elles sent assises. 
On peut citer encore comme verification pr6cieuse de la loi de Mariotte et |ussi de celle de 
MM. Gay-Lussac et Dal ton, pour un grand intervalle de temperature, les experiences de 
MM. Dulong et Petit. (Voir Annates de Chimie et (le Physique^ fevrier 1818, t. VU, p. laa.) 
On peut citer encore des experiences plus recentes de MM. Davy et Faraday. 

Les theoremes que nous deduisons ici ne seraient peut-etre pas exacts si on les appliquait 
hors de certaines limites, soit de densite, soit de temperature; ils ne doivent etre regardes 
comme vrais que dans les limites ou les lois de Mariotte et de MM. Gay-Lussac et Dalton 
sent elles-mdmes constatees. 
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effet, les densites des deux gaz conservant toujours entre elles les 
memes rapports pour des positions semblables des pistons, et les tem- 
peratures etant toujours egales de part et d'autre, les pressions totales 
exercees sur les pistons conserveront toujours le meme rapport entre 
elles. Si ce rapport est, k un instant quelconque, celui d'egalite, les 
pressions seront toujours egales. 

Commei, d'ailleurs, les mouvements des deux pistons ontdes ampli- 
tudes Egales, la puissance motrice produite de part et d'autre sera dvi- 
demment la meme : d'ou Ton doit concluret d'apres la proposition de 
la page 4i^» que les quantites de chaleur employees de part et d^aulre 
sont les memes, e'est-k-dire qu'il passe du corps A au corps B la meme 
quantite de chaleur dans les deux cas. 

La chaleur empruntee au corps A et rendue au corps B n'est autre 
chose que la chaleur absorbee par la rarefaction du gaz et degagec en- 
suite par sa compression. Nous sommes done conduits a ^tablir le 
theoreme suivant : 

LorsqiCun ftuide dastique pusse sans changer de temperature du vo- 
lume U au volume Y, et quune pareille quantiti ponderable du mime 
gaz passe sous la mime temperature du volume U' au volume Y\ si le 
rapport cfe U' a V se trouve le mime que le rapport de I] aY, les 
quantitis de chaleur ahsorhdes ou digagdes dans Vun et V autre cas seront 
dgales entre elles. 

Ge theoreme pent ^tre enonce d'une autre maniere que voici: 

Lorsquun gaz varie de volume sans changer de temperature, les quan- 
titis de chaleur absorbies ou degagees par ce gaz sont en progression 
arithmetiquCf si les accroissements ou les reductions de volume se trouvent 
itre en progression geometrique. 

Lorsque Ton comprime un litre d'air maintenu k la temperature 
de lo degres, et qu'on le reduit k \ litre, il se degage une certaine quan- 
tite de chaleur. Celte quantite se trouvera toujours la meme si Ton re- 
duit de nouveau le volume de ^ litre a | de litre, de \ de litre a |, 
ainsi de suite. * 

Si, au lieu de comprimer I'air, on le porte successivement a 2 litres, 
4 litres, 8 litres, etc.^ il faudra lui fournir des quantites de chaleur 
toujours egales pour maintenir la temperature au meme degre. 

Geci rend facilement raison de la temperature elevee a laquelle par- 
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vienl I'air par une compression rapide. On sait que cette temperature 
suffit pour enflammer TamadoUt et m6me pour que Tair devienne lumi- 
neux. Si Ton suppose pour un instant la chaleur specifique de I'air 
constante» malgre les cbangements de volume et de temperature, la 
temperature croitra en progression arithmetique, pour des reductions 
de volume en progression geometrique. En partant de cette donnee 
et admettant qu'un degre d'elevation dans la temperature correspond 
a une compression dcTYg-, on arrivera facilement a conclure que Pair 
reduit ^-^de son volume primitif doit s'elever d'environ 3oo degres, 
degre suffisant pour enflammer Tamadou (* ) . 

L'elevation de temperature doit etre evidemment encore plus consi- 
derable si la capacite de Fair pour la chaleur devient moindre a 
mesure que son volume diminue; or c'est ce qui est presumable, el 
c*esl memo ce qui semble resulter des experiences de MM. Delaroche 
et Berard sur le calorique specifique de Tair pris a diverses densites. 
( Voir le Memoire imprime dans les Annates de Chimie, t. LXXXV, 
p. 72, 224.) 



I I j5 

(') Lorsque le volume est r6duit de — pj c'est-i-dire lorsquMl devient — ^ de ce qu41 

^tait d'abord, la temperature s'^l^ve de i degr^. 

I /ii5\^ 

Une nouvelle r^uction de — g porte le volume k I — ^ j > et la temperature doit s'elever 

d'un nouveau degr^. 

/ii5\' 
Apr^s X reductions pareilles, le volume devient ( — j 9 etla temperature doit s'etreeie- 

vee de a: degres. 

/ii5\' I 
Si Ton pose ( — g j = — ? et que Ton prenne les logarithmes de part et d'autre, on trouve 

X = Soo** environ. * 



/ii5\' I 
Si Ton pose ( — g) = -» on trouve 



X = 80". 



Ce qui montre que Tair comprime de moitie s'ei^ve de 80 degres. 

Tout ceci est subordonne k Thypothese que la chaleur specifique de Tair ne change pas 
quoique le volume diminue ; mais si, d'apr^s les raisons exposees ci-apres, pages 423 et 426, on 
regarde la chaleur specifique de I'air comprime de moitie comme reduite dans le rapport de 

700 k 616, il faut multiplier le nombre 80 degres par g^j ce qui le porte k 90 degres. 
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Les deux th^or^mes ^oonces p. 4^4 et 4^0 sufBsent pour comparer 
entre elles les quantit^s de chaleur absorb^es ou d^gagees dans les 
changements de volume des fluides ^lastiques, quelles que soient d'ail- 
leurs la densite et la nature chimique de ces fluides, pourvu toutefois 
qu'ils soient tous pris et maintenus a une certaine temperature inva- 
riable ; mais ces tb^orfemes ne fournissent aucun moyen de comparer 
entre elles les quantites de chaleur degagees ou absorb^es par des 
fluides ^lastiques qui changent de volume a des temperatures difi*e- 
rentes. Ainsi nous ignorons quel rapport existe entre la chaleur de- 
gagee par un litre d'air reduit k moiti^, la temperature etant mainte- 
nue a z6ro, et la chaleur degagee par le meme litre d'air reduit a 
moitie, la temperature etant maintenue a 100 degres. La connaissance 
de ce rapport est liee k celle de la chaleur sp^cifique des gaz a divers 
degres de temperature et a quelques autres donn^es que la Physique 
aetuelle refuse de nous fournir. 

Le second de nos theoremes nous offre un moyen de connaitre sui- 
vant quelle loi varie la chaleur specifique des gaz avec leur densite. 

Admettons que les operations decrites p. ^i3, au lieu de s*executer 
avec deux corps A»B, dont les temperatures difl^rent entre elles d'une 
quantite infiniment petite, s'executeut avec deux corps dont les tempe- 
ratures different entre elles d'une quantite finie, de i® par exemple. 
Dans un cercle complet d'operations, le corps A fournit au fluide elas- 
tique une certaine quantite de chaleur, qui pent etre divisee en deux 
portions : 1° celle qui est necessaire pour maintenir la temperature du 
fluide k un degre constant pendant la dilatation; 2^ celle qui est neces- 
saire pour faire revenir le fluide de la temperature du corps B a la tem- 
perature du corps A, lorsque, apres avoir ramene ce fluide a son volume 
primiiif, on le remet en contact avec le corps A. Nommons a la pre- 
miere de ces quantites et b la seconde ; le calorique total fourni par le 
corps A sera exprime par a+ b. 

Le calorique transmis par le fluide au corps B pent aussi se diviser 
en deux parties : Tune, b\ due au refroidissement du gaz par le corps 
B ; Tautre, a^ que le gaz abandonne par Teffet de sa reduction de 
volume. La somme de ces deux quantites est a' + 6'; elle doit etre 
egale a a -h 6, car, aprfes un cercle complet d'operations, le gaz est 
ramene identiquement a son etat primitif. II a du ceder tout le calo- 
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rique qui lui avail d'abord 6te fourni. Nous avons done 

a -+- i = a' -+- 6', 

ou bien 

Or, d'apres le theoreme enonce p. 4^0, les quantites a et a' sont inde- 
pendantes de la densite du gaz, pourvu toutefois que la quantite pon- 
derable reste la meme, et que les variations de volume soient propor- 
tionnelles au volume primitif. La difference a — a! doit remplir les 
memes conditions, et par consequent aussi la difference 6'— 6 qui lui 
est egale. Mais V est le calorique necessaire pour elever d'un degre le 
gaz renferme en ahcd [fig. 2); b' est le calorique abandonne par Ic 
gaz, lorsque, renferme en abef^ il se refroidit de 1 degre; ces quantites 
peuvent servir de mesure aux chaleurs specifiques. Nous sommes done 
conduits a etablir la proposition suivante : 

Le changement operi dans la chaleur spdcifique dan gaz par suite 
d'un changement de volume depend uniquement du rapport entre le vo- 
lume primitif et le volume varie. C'est-a-dire que la difference des cba- 
leurs specifiques ne depend pas de la grandeur absolue des volumes, 
mais seulemeot de leur rapport. 

Cette proposition pent etre enoncee d'une autre maniere que voici : 

Lorsqu'un gaz augmente de volume en progression geomdtrique, sa cha- 
leur spdcifique s'accrott en progression arithmetique , 

Ainsi a etant la chaleur speeifique de I'air pris a une densite donnee, 
et a + A la chaleur speeifique pour une densite moitie moindre, elle 
sera, pour une densite egale au quart, a + !ih\ pour une densite egale 
au huitieme, a + 3A; ainsi de suite. 

Les chaleurs specifiques sont ici rapportees aux poids. Elles«sont 
supposees prises sous volume invariable; mais, ainsi qu'on va le voir, 
elles suivraient la meme loi si elles etaient prises sous pression con- 
stante. 

A quelle cause est due en effet la difference entre les chaleurs speci- 
fiques prises sous volume constant et sous pression constante ? Au 
calorique necessaire pour produire dans le second cas I'augmentation 
de volume. Or, d'apres la loi de Mariotte, Taugmentation de volume 
d'un gaz doit etre,. pour un changement donne de temperature, une 
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fraction determinee du volume primitif, une fraction ind^pendante de 
la pression. D'apres le th^or^me enonce p. 4^0, si le rapport entre le 
volume primitif et le volume varie est donne, la chaleur n^cessaire 
pour produire Taugmentation de volume est par \h determinee. EUe 
depend uniquement de ce rapport et de la quantite ponderable du 
gaz. II faut done conclure que : 

La difference entre la chaleur spdcifique sous pression constante et la 
chaleur sp^ifique sous volume constant est toujours UCmime^ quelle que 
soit la density du gaz, powvu que la quantite ponderable reste la mime. 

Ces chaleurs specifiques augmentent toutes deux a mesure que la 
densite du gaz diminue, mais leur difference ne varie pas (*) . 

Puisque la difference entre les deux capacites pour la chaleur est 
constante, si Tune s'accroit en progression arithmetique^ I'autre doit 
suivre une progression semblable : ainsi notre loi est applicable aux 
chaleurs specifiques prises sous pression constante. 

Nous avons suppose tacitement I'augmentation de la chaleur sp^ci- 
fique avec celle du volume. Cette augmentation resulte des experiences 
de MM. Delaroche et Berard : en effete ces physiciens ont trouve 
0,967 pour la chaleur specifique de I'air sous la pression de i mbtre de 
mercure (Foerle Memoire deja cite), en prenant pour unite la cha- 
leur specifique du meme poids d'air sous la pression de o"*, 760. 

D'apr^s la loi que suivent les chaleurs specifiques par rapport aux 



(' ) MM. Gay-Lussac et Welter ont trouv6 par des experiences directes, cit^ dans la Me- 
canique celeste, et dans les Annates de Chimie et de Physique^ juillet iSaa, p. 267, que le 
rapport entre la chaleur sp^ifique sous pression constante et la chaleur specifique sous vo- 
lume constant varie tr^s-peu avec la density du gaz. D'apr^s ce que Ton vient de voir, c'est 
la difference qui doit rester constante, et non le rapport. Comme, d'ailleurs, la chaleur spe- 
cifique des gaz, pour un poids donne, varie tr^s-peu avec la densite, il est tout simple que 
le rapport n'eprouvc lui-meroe que de pelits changements. 

Le rapport entre la chaleur specifique de Fair atmospherique sous pression constante et 
sous volume constant est, d'apr^s MM. Gay-Lussac et Welter, i-,3748, nombre ^ peu pres 
constant pour toutes les pressions et meme pour toutes les temperatures. Nous sommes par- 

venus, par d'autres considerations, au nombre — ^-^ = i,44> qui ©n differe de — 1 et 

nous nous sommes servis de ce nombre pour dresser une Table des chaleurs specifiques des 
gaz sous volume constant. Ainsi il ne faut pas regarder cette Table comme bien exacte, non 
plus que la Table donneo p. 4^^> Ces Tables sont destinees principalement k mettre en evi- 
dence les lois que suivent les chaleurs specifiques des fluidesaeriformes. 
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pressions, il suffit de les avoir observees dans deux cas pariiculiers 
pour les conclure dans tous les cas possibles : c'est ainsi que, en faisant 
usage du resultat d*exp6rience de MM. Delaroche etBerard, qui vient 
d'etre rapporte, nous avons dresse la Table suivante des chaleurs speci- 
tiques de Tair sous diverses pressions. 



PRBS8I0N 
en atmosphdres. 


CHALBUR SPiciFIQUB, 

celle de I'air 

sous 

pression atmosphirique 

6Unt 1. 


PRBSSION 
en atmospheres. 


GRALECTR SPJ&CIFIQUB, 

celle de Tair 

sous 

pression atmosph^rique 

dtant 1. 


I 
1024 


1,840 


I 


1 ,000 

• 


I 
^12 


1,766 

! 


2 


0,916 


I 
25G 


1,672 


4 


o,832 


I 
128 


1,588 


8 


0,748 


I 
C4 


1 ,5o4 


16 


0,664 


I 


1,420 


32 


o,58o 


I 

76 


1,336 


64 


0,496 


I 
8 


1 ,262 

1 


128 


0,412 


I. 

4 


i,i65 


256 


0,328 


I 
2 


1,084 


5l2 


0,244 


I 


1 ,000 


1024 


0,160 



La premiere colonne est, comme on voit, une progression geom^- 
trique, etlaseconde une progression arithmetique. 

Nous avons elendu la Table jusqu'a des compressions et des rarefac- 
tions extremes. II est a croire que I'air, avant d'acqu6rir une densite 
1024 fois sa densite ordinaire, c'cst-a-dire avant de devenir plus dense 
que I'eau, se serait liquefie. Les chaleurs specifiqucs s'annuleraient e( 
meme deviendraient negatives en prolongeantla Table au deladu der- 
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nier terme. Nous pensons, au reste, que les chifires de la seconde colonne 
d^croissent ici en progression trop rapide. Les experiences qui servent 
de base k notre calcul ont et^ faites dans des limites trop resserrees 
pour que I'on puisse s'attendre a une grande justesse dans les nombres 
que nous avons obtenus, surtout dans les nombres extremes. 

Puisque nous connaissons d'une part la loi suivant laquelle la cha- 
leur se degage par la compression des gaz^ et de Tautre la loi suivant 
laquelle varie la chaleur specifique avec le volume, il nous sera facile 
de calculer les accroissements de temperature d'un gaz que Ton corn- 
prime sans lui laisser perdre de calorique. En effet la compression peut 
etre censee decomposee en deux operations successives : i® compres- 
sion k temperature constante, 2^ restitution du calorique emis. La 
temperature s'elevera, par cette seconde operation, en raison inverse 
de la chaleur specifique acquise par le gaz apres sa reduction de 
volume, chaleur specifique que nous savons calculer au moyen de la 
loi dcmontr^e ci-dessus. La chaleur degagee par la compression doit, 
d'apres le th^oreme de la page 4^0, etre representee par une expression 

de la forme 

* = A -h B logt', 

s etant cette chaleur, ^ le volume du gaz apr^s la compression, A et B 
des constantes arbitraires dependant du volume primitif du gaz, de sa 
pression et des unites dont on fait choix. 

La chaleur specifique, variant avec le volume, suivant la loi demon- 
tree tout a rheure, doit etre representee par une expression de la 
forme 

z = A'-+-B'logi/, 

A' et B' etant des constantes arbitraires differentes de A et B. 
L'accroissement de temperature acquis par le gaz par TefTet de la 

compression est proportionnel au rapport - ou au rapport x'-\-w\^^ ' 

II peut etre represente par ce rapport lui-meme : ainsi, en le nom- 
mant /, nous aurons 

A4- Blogt^ 
■" A' +"BMog^ ' 

Si Ic volume primitif du gaz est i et la temperature primitive zero, on 
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aura a la fois /=o, Iog(^=o, d'oii A = o; ; exprimera alors non-seule- 
ment I'accroissement de temperature, mais la temperature elle-meme 
au-dessus du zero thermometrique. 

II ne faudrait pas considerer la formule que nous venons de donner 
comme applicable ^ de tres-grands changements de volume des gaz. 
Nous avoDS regarde Telcvation de temperature comme etant en raison 
inverse de la chaleur specifique; ce qui suppose implicitement la cha- 
leur specifique constante a toutes les temperatures. De grands change- 
ments de volume entrainent dans le gaz de grands changements de 
temperature, et rien ne nous prouve la Constance de la chaleur speci- 
fique a divers degres, surtout a des degres fort eloignes les uns des 
autres. Cette Constance n'est qu'une hypothese, admise pour les gaz 
par analogic, verifiee passablement pour les corps solides et liquides 
dansune certaine etendue de Techelle thermometrique, mais dont les 
experiences de MM. Dulong et Petit ont fait voir I'inexactitude lors- 
qu'on veut Tetendre a des temperatures fort au-dessus de loo de- 
gres (•). 



(' ) On ne voit pas de raison pour admettre a priori la Constance de la chaleur sp^ifique 
des corps k diverses temperatures, c*est-^-dire pour admettre que des quantitds ^gales de 
chaleur produiront des accroissements ^gaux dans le degr^ thermometrique d'un corps, 
quand m^me ce corps ne changerait ni d'etat ni de density ; quand ce serait, par exemple, un 
fluide eiastique renferm6 dans une capacity inextensihle. Des experiences directes sur des 
corps solides et liquides avaient prouv6 que, entre z^ro et loo degres, des accroissements 
egaux dans les quantit^s de chaleur produisaient des accroissements k peu pr^s 6gaux dans 
les degres de temperature; mais les experiences plus recentes do MM. Dulong et Petit 
(Voir Jnnalcs de Chimie et de Physique, fevrier, mars et avril 1818) ont fait voir que cette 
correspondance ne se soutenait plus k des temperatures fort au-dessus de 100 degres, soit 
que ces temperatures fussent mesurees sur le thermometre k mercure, soit qu'elles fussent 
mesurees sur le thermometre k air. 

Non-seulement les chaleurs specifiques ne restent pas les mtoes aux diverses tempera- 
tures , mais, en outre, elles ne conservent pas entre elles les memes rapports; de sorte qu'au- 
cune echelle thermometrique ne pourrait etablir la Constance de toutes les chaleurs specifi- 
ques k la fois. n eti ete interessant de verifier si les mdmes irregularites subsistent pour les 
substances gazeuses ; mais les experiences presentaient ici des difficultes presque insurmon- 
tables. 

Les irregularites des chaleurs specifiques des corps solides pourraient etre attribuees, ce 
nous semble, k de la chaleur latenle, employee a produire un commencement de fusion, un 
ramoUissement qui se fait sentir dans la plupart de ces corps, longtemps avant la fusion 
complete. On pent appuyer cette opinion de la remarque suivante : d'apr^s les experiences 

54. 
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D'apres une loi due a MM. Clement et Desormes, loi ^tablie par la 
voie (le I'experience directe, la vapeur d'eau, sous quelque pression 
qu'elle soitformee, contient toujours, k poids egaux, la meme quantite 
de chaleur^ ce qui revient a dire que la vapeur comprim^e ou dilatee 
in^caniquement sans perte de chaleur sera toujours constituee a satu- 
ration de Tespace, si elle est primitivement ainsi constituee. La vapeur 
d'eau ainsi constituee pent done etre regardee comme un gaz perma- 
nent; elle doit en observer toutes les lois. Par consequent la formule 

A -I- Blogi^ 
A' + B'Iogc 

doit lui etre applicable, et se trouver en concordance avec la Table des 
tensions resultant des experiences directes de M. Dalton. 

On pent s*assurer en effet que notre formule, par une determination 
convenable des constantes arbitraires, repr^sente d*une maniere fort 
approchee les resultats de Texp^rience. Les petites anomalies que Ton 
pent y rencontrer n'excedent pas celles qui doivent etre attribuees rai- 
sonnablement aux erreurs d'observation {*). 

Nous reviendrons ici k notre sujet principal, dont nous nous sommes 
dejk trop ecartes, a la puissance motrice de la chaleur. 

]^ous avons fait voir que la quantite de puissance motrice developpee 
par le transport du calorique d'un corps a un autre dependait essen- 
tiellement des temperatures des deux corps, mais nous n'avons pas fait 
connaitre de relation enlre ces temperatures et les quantites de puis- 
sance motrice produites. II semblerait d'abord assez naturel de sup- 
poser que, pour des differences egalesde temperature, les quantites de 



rn^mes de MM. Dulong et Petit, raccroissement de chaleur sp^cifique avec la temperature 
est plus rapide dans les solides que dans les liquides , quoique ceux-ci jouissent d'une dila- 
tabilite plus considerable. La cause d'irregularite que nous venons de signaler, si elle est 
reelle, disparaitrait enti^rement dans les gaz. 

(') Pour determiner le^ constantes arbitraires, A, B, A', B\ d'apres des resultats choisis 
dans la Table de M. Dalton, il faut commencer par calculer le volume de la vapeur d'apres sa 
pression et sa temperature, ce qui est chose facile au moyen des lois de Mariotte et de 
M. Gay-Lussac, la quantity ponderable de la vapeur etant d*ailleurs fixee. 

Le volume sera donne par requation 

v = c — J 

r 
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puissance motrice produites soot egales enlre elles, c'est-a-dire que, 
par exemple, le passage d'une quantite donnee de calorique d'un 



dans laquelle v est ce volume, / la temperature^ p la pression, et c une quantity constante, 
dependant du poids de la vapeur et des unites dont on a fait choix. 

Yoici la Table des volumes occup^s par un gramme de vapeur form^ k divcrses tempe- 
ratures et, par consequent, sous diverses prossions : 





p 


V 


t 


00 tension 






de la 


on Tolame 


on doKrifl 


vapcar exprim^o 


dan gramme 




ea niillimilrtfs 


de vapeur oxprime 


centlgradofl. 


de 
morcure. 


en litres. 





mm. 


lit. 





5,oGo 


i85,0 


'JO 


17,32 


58, a 


4o 


53,00 


ao,4 


Go 


144.6 


7,96 


8o 


352,1 


3,47 


100 


7G0.0 


1,70 



Les deux premieres colonnes do c«tte Table sont tiroes du Traite de Physique de M. Biot 
(I"" vol., p. a7a et 53i]. La troisi^me est calcuieo au moyen de la formule ci-dessus, ct d'a- 
pr^s CO rosultat d'experienco que Teau vaporis^e sous la pression atmospheriquc occupe un 
cspace 1700 fois aussi grand qu'^ T^tat liquide. 

En faisant usago de trois nombres de la premidro colonne et des trois nombres correspon- 
dants de la troisi6mo colonne, on determinera facilement les constantes de notre equation 



/ = 



Blogp 



A'-f-B'logc 



Nous n'entrerons pas dans les details du calcul necessaire pour determiner ces quantites : 
11 nous suffira de dire que les valours suivantes : 

A — 2268, A' = 19,64, 

B = — 1000, B' = 3,3o, 

salisfont passablcmont bien aux conditions prescrites, de sorto quo requation 

_ 2268 — 1000 logi' 
"" 19,64 -♦- 3,3ologc 

exprime d'une maniere tres-approchee la relation qui existe entre le volume de la vapeur 
et sa temperature. 

On romarquera ici que la quantite B' est positive et fort petite, ce qui tend k confirmor 
cette proposition, que la chaleur specifique d*un fluide eiastique croit avec le volume, mais 
suivant une progression peu rapide. 



43o Rl^FLEXIONS 

corps A maintenu k loo degres a un corps B maintenu k 5o degres 
doit donner naissance k une quantity de puissance motrice 6gale a celle 
qui serait developpee par le transport du meme calorique, d'un 
corps B maintenu k 5o degres k un corps C maintenu k zero. Une pa- 
reille loi serait sans doute fort remarquable, mais on ne voit pas de 
motifs suffisants pour I'admettre a priori. Nous allons discuter sa rea- 
lite par des raisonnements rigoureux. 

Imaginons que les operations decrites page 4i3 soient ex^cutees suc- 
cessivement sur deux quantites d'air atmospherique ^gales en poids et 
en volume, mais prises k des temperatures differentes; supposons en 
outre les diflferenees de degre entre ces corps A et B egales de part 
et d'autre : ainsi ces corps auront, parexemple, dans Tun des cas, 
les temperatures loo^ et loo^ — A {h etant infiniment petit), et, dans 
Tautre, i^ et i^ — h. La quantite de puissance motrice produite est 
dans chaque cas la difference entre celle que fournit le gaz par sa dila- 
tation et celle dont il necessile I'emploi pour revenir k son volume pri- 
mitif. Or cette difference est ici, comme on pent s'en assurer par un 
raisonnement simple que nous ne croyons pas necessaire de detailler, 
la meme dans Tun et I'autre cas : ainsi la puissance motrice produite 
est la meme. 

Gomparons maintenant entre elles les quantites de chaleur em- 
ployees dans les deux cas. Dans le premier, la quantite de chaleur 
employee est celle que le corps A fournit k Tair pour le maintenir k la 
temperature loo degres pendant son expansion; dans le second, c*est 
la quantite de chaleur que ce meme corps doit lui fournir pour main- 
tenir sa temperature k i degre pendant un changement de volume ab- 
solument semblable. Si ces deux quantites de chaleur etaient egales 
entre elles, il en resulterait evidemment la loi que nous avons d'abord 
supposee. Mais rien ne prouve qu'il en soit ainsi; on va meme voir que 
ces quantites de chaleur sont inegales. 

L'air, que nous supposerons d'abord occuper Tespace abed {fig* 2) 
etse trouver k la temperature-! degre, pent etre amene k occuper Tes- 
pace ahef ^\ k acquerir la temperature 100 degres par deux moyens 
differents : 

I® On pent Techauffer d'abord sans faire varier son volume, puis le 
dilator en maintenant sa temperature k un degre constant; 



SUR LA PUISSANCE MOTRICE DU FEU. 4^1 

2^ On peut commencer par le dilater^ en maintenant la Constance 
de la temperature, puis rechaufier lorsqu'il a acquis son nouveau vo- 
lume. 

Soient a et 6 les quantites de chaleur employees successivement 
dans la premiere des deux operations, et soient V et ol les quantites 
de chaleur employees successivement dans la seconde; comme le re- 
sultat final de ces deux operations est le meme, les quantites de cha- 
leur employees de part et d'autre doivent etre egales; on a done 

a -4- 6 = a'-H Vy 
d'oii 

a' — a = 6 — 6'. 

a! est la quantite de chaleur necessaire pour faire passer le gaz de 
I k loo degres, lorsqu'il occupe I'espace ahef. 

a est la quantite de chaleur necessaire pour faire passer le gaz de 
I k loo degres, lorsqu'il occupe Tespace ahcd. 

La densite de I'air est moindre dans le premier cas que dans le 
second, et, d'apres les experiences de MM. Delaroche et Berard, deja 
citees page 4^4 > sa capacite pour la chaleur doit etre un pen plus 
grande. 

La quantite a! se trouvant etre plus grande que la quantity a, h doit 
etre plus grand que h' . Par consequent, en generalisant la proposition, 
nous dirons : 

La quantite de chaleur due au changement de volume d'un gaz est 
d'autant plus considerable que la temperature est plus ilevde, 

Ainsi, par exemple, il faut plus de calorique pour maintenir a 
loo degres la temperature d'une certaine quantite d'air dont on double 
le volume, que pour maintenir a i degre la temperature de ce meme 
air pendant une dilatation absolument pareille. 

Ces quantites inegales de chaleur produiraient cependant, comme 
nous Tavons vu, des quantites egales de puissance motrice pour des 
chutes egales du calorique, prises a difTerentes hauteurs sur Techelle 
thermometrique; d'ou Ton peut tirer la conclusion suivante : 

La chute du calorique produit plus de puissance motrice dans les degrds 
inferieurs que dans les degres supdrieurs. 

Ainsi une quantite donn^e de chaleur developpera plus de puis- 
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sance motrice en passant d*un corps maintenu a i degr^ k un autre 
maintenu k z^ro^ que si ces deux corps eussent possede les degres loi 
et loo. 

Du reste, la difference doit etre fort petite; elle serait nulle si la 
capacite de Tair pour la chaleur demeurait constanle» malgre les 
changements de densite. D'apres les experiences de MM. Delaroche 
et Berardy cette capacity varie peu, si peu meme que les differences 
remarquees pourraient, a la rigueur, etre attribuees k des erreurs d'ob- 
servation ou a quelques circonstances dont on aurait neglig^ de tenir 
compte. 

Nous sommes hors d'etat de determiner rigoureusement, avec les 
seules donn^es experimentales que nous possedons, la loi suivant 
laquelle varie la puissance motrice de la chaleur dans les differents 
degres de r^chelle thermomctrique. Cette loi est liee a celle des varia- 
tions de la chaleur specifique des gaz a diverses temperatures, loi que 
I'experience n'a pas encore fait connaitre avec une sufBsante exacti- 
tude (i). 

Nous chercherons ici a ^valuer d'une manibre absolue la puissance 
motrice de la chaleur, et afin de verifier notre proposition fondamen- 
talc, afin de verifier si Tagent mis en oeuvre pour realiser la puissance 



( ' } Si Ton admettait la Constance de la chaleur specifique d'un gaz lorsque son volume ne 
change pas, mais que sa temperature varie, Tanalyse pourrait conduire k une relation entre 
la puissance molrico et le degr6 thermomctrique. Nous allons faire voir de quelle mani^re ; 
cela nous donnera d'ailleurs occasion de montrer comment quelques-unes des propositions 
6tablies ci-dessus doivent 6tre Cnoncdes en langage algCbrique. 

Soit r la quantity dc puissance motrice produilo par Texpansion d*une quantity donn^ 
d*air passant du volume i litre au volume u litres, sous temperature constante. Si if augmente 
de la quantito infmiment petite di>, r augmentera de la quantity r/r, qui, d'apres la nature de 
la puissance motrice, sera 6galc k I'accroissement di> de volume multipliC par la force expan- 
sive que poss6de alors lo fluide Clastique; so\t p cette force expansive, on aura TCquation 

(i) dr=zpdv, 

Supposons la temperature conslante sous laquelle la dilatation a lieu Cgale a / degrCs cen- 
tigradcs. Si Ton nomme </ la force eiastique de Tair occupant le volume i litre k la m^me 
temperature /, on aura, d*apr6s la loi de Mariotte, 

- = -7 d ou p = •!-' 
I p ^ V 

Si maintenant P est la force eiaslique dc ce meme air^ occupant toujours le volume i, 
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motrice est r^ellement indiffigrenty relativemeDt k la quantity de cette 
puissance, nous en choisirons successivement plusieurs : Tair atmo- 
sph^rique, la vapeur d'eau, la vapeur d'alcool. 

SupposoDS que Ton emploie d'abord Tair atmospherique : ToperatioD 
se conduira d'aprfes la methode indiquee page 4^3. Nous ferons les 
hypotheses suivantes : 

L'air est pris sous la pression atmospherique; la temperature du 
corps A est j^ de degre au-dessus de zero, celle du corps B est zero. 

mais k la temperature z6ro, on aura, d'apr^s la regie de M. Gay-Lussac, 

d'od 

7 _ _ J^ 267-4-/ 

p "" ^ ~ 267 if 

p 

Si, pour abr^er, Ton nomme N la quantity — ^ T^uation deviendra 

XI '-+-^67 

p = N ^j 

'^ tf 

d*ou Ton tire, d*aprte r^quation (i), 

Regardons / comme constant et prenons Tint^grale des deux membres, nous aurons 

r= N(/-H 267) logp-f-C. 

Si Ton suppose r = o lorsque v= i , on aura C = o, d*oii 

(2) r= N(/-+-267) logf. 

Cost 1^ la puissance motrice produite par Texpansion de Tair qui, sous la temperature /, 
a passe du volume i au volume i*. 

Si, au lieu d'op^rer & la temperature /, on op^re d'une maniere absolument semblable i la 
temperature t-hdi, la puissance developpee sera 

r -h $r = ^ (t -h fit ■+• 267) \0%v. 

Retranchant requation (2), il vient 

(3) ^r=Nlog*'i//. 

Soit e la quantite de chaleur employee k maintenir la temperature du gaz k un degre con- 
stant pendant sa dilatation. IVapres le raisonnement de la page 4i3, 9r sera la puissance 
developpee par la chute de la quantite e do chaleur du degre / h- fit au degre /. Si nous 
nommons u la puissance motrice developpee par la chute d'une unite de chaleur du degre / 

jinnaUs de Vicole Normale. a* Serie. Tome I. 55 
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La difference est, comme on voit» fort petite, circonstance necessaire 
ici. 
L'accroissement de volume donn^ a Fair dans notre operation sera 

^ -f- -4- du volume primitif : c'est un accroissement fort petit, abso- 

lument parlant, mais grand relativement k la difference des tempera- 
tures entre les corps A et B. 

La puissance motrice developpee par Tensemble des deux operations 
d^crites page 4i3 sera, k tres-peu prfes, proportionnelle k Taccroisse- 
ment de volume et k la difference entre les deux pressions exerc^es 
par Tair, lorsqu'il se trouve aux temperatures 0^,001 et z^ro. 

au dcgr^ z^ro, comme, d'aprds le principe g^n^ral ^tabli page 412, cette quantity u doit 66- 
pendre uniquement de /, elle pourra dire repr^nt^ par la fonction F/, d'ou u = F/. 
Lorsque t s'accrott et devient t-^-dt^u devient u-^-du^ d'od 

U'\-du= F(/-+-rff). 

Retranchant Tdquation prdcMenle, il vient 

Cest dvidemment \k la quantity de puissance motrice produite par la chute d'une uiiil6 
de cbaleur du degrd t-\-dt dM degrd /. 

Si la quantity de cbaleur, au lieu d'etre une unitd,eiit6td e, sa puissance motrice produite 
aurait eu pour valeur 

(4) edu = eV'tdt. 

Mais edu est la m6mo cbose que 9r\ toutes deux sont la puissance ddvelopp^ par la chute 
de la quantity e de cbaleur du degre / + a/ au degrd / ; par cons^ent, 

edu sa ^r; 

et, k cause des Rations (3), (4), 

eY'tdt = }^ \ogvdi; 
ou, divisant par F'ldt^ 

^= pTj logp = Tlogp, 

N 
en nommant T la fraction 77-) qui est une fonclion de / seul. 

L*4quation 

e ==Tlogi' 

est Texpression analy tique de la loi ^noncde page 4ao ; elle est commune h tons les gaz, puisque 
les lois dont nous avons fait usage sont communes k tous. 
Si Ton nomme s la quantity de cbaleur necessaire pour amener Tair sur lequel nous 
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Cette difference est, d'aprfes la rfegle de M. Gay-Lussac, -g-^^ — de la 

force ^lastique du gaz» ou k tr^s-peu prfes -^ — de la pression atmo- 
spherique. 
La pressioD atmospherique fait equilibre k lo metres — de hauteur 

d'eau; ^r^ de cette pression equivaut a -^-^ — x io'",4o de hau- 
teur d'eau. 

Quant a raccroissement de volume, il est, par supposition, -^ + -^ 
du volume primitif, c'est-k-dire du volume occupy par i kilogramme 



avons op^r6 du volume i et de la temperature z^ro au volume p et k la temperature /, la 
difference entre seie sera la quantity de chaleur necessaire pour amener Fair sous le volume i 
du degre z^ro au degrd /. Cette quantite depend de / seul ; nommons-la U : elle sera une 
fonction quelconque de r; on aura 

f = tf-f.U = Tlogp-+-D. 

Si Ton difference cette equation par rapport k t seul et que Ton represente par T' et U' 
les coefficients differentiels de T et U, il viendra 

(5) ^=:riogP4.U'; 

-jT n'est autre chose que la chaleur specifique du gaz sous volume constant, et notre equa- 
tion (i) est I'expression analytique de la loi enoncee page 4^3. 
Si Ton suppose la chaleur specifique constants k toutes les temperatures (hypothese dis- 

ds 
cutee ci-dessus, page 4^7)) la quantite -7- sera independante de /; et, afin de satisfaire k 

requation (5) pour deux valeurs particuUeres de f^, il sera necessaire que T' et U'soient 
independants de / ; nous aurong done T' = G , quantite constante. Multipliant T' et C par e// , 
et prenant I'integrale de part et d'autre, on trouve 



mais, comme i = vn^ on a 

r t 



T = C/ + C, ; 



F'/=S= ^ 



T a-i-c, 

Hullipliant de part et d'autre par dt, et integrant, il vient 

F/=^ log(C/ + C.)+C,; 



55. 
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d'air k zero, volume egal k 0^^,77, eu egard k la pesanteur sp^cifique 
de Tair; ainsi done le produit 



1 16 267/ ' ' 267000 



exprimera la puissanee motriee developpee. Gette puissanee est estimee 
ici en mMres cubes d'eau Aleves de i mhtre de hauteur. 

Si Ton execute les multiplications indiqu^es, on trouve pour valeur 
du produit 0,000000372. 



oa, en changeant de constantes arbitraires, et remarquant d'ailleun que F/ est nul lorsque 

(6) F/ = Alog^i4-g). 

La nature de la fonction ?i se trouverait ainsi ddtennin^, et Ton se verrait par 1^ en 6tat 
d'^valuer la puissance motriee d^yelopp^ par une chute quelconque de la chaleur. Mais 
cette derni^re conclusion est fondte sur Thypoth^ de la Constance de la chaleur spM- 
fique d*un gaz qui ne change pas de volume, hypolh^se dont I'exp^rience n'a pas encore assez 
bien v^rifi^ Texactitude. Jusqu'^ nouvelle preuve, notre Equation (6) ne pent dtre admise 
que dans une ^tendue m^iocre de Ttehelle thermom^trique. 

Dans r^uation (5), le premier membre repr^sente, comma nous Tarons remarqu^, la 

chaleur sp^cifique de Tair occupant le volume v. L'exp^rience ayant appris que cette chaleur 

varie peu, malgr^ des changements assez considerables de volume, il faut que le coefficient T' 

de logf' soit une quantity fort petite. Si on la suppose nulle, et qu'aprds avoir multipli^ par di 

r^quation 

r = o 

on en prenne Tint^grale) on trouve 

T = C, quantity constante ; 
mais 

T N 

d'oii 

d'oii Ton tire enfin, par une seconde integration, 

Vi = Ar ^ B. 
Gomme Ft = o, lorsque / = o, B est nul ; ainsi 

¥i = A/; 

c*est-Si-dire que la puissance motriee prpduite se trouverait 6tre exactement proportionnelle 
a la chute du calorique. Geci est la traduction analytique de ce que nous avons dit page 432. 
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Cherchons maintenaDt k ^valuer la quantity de chaleur employee a 
doDoer ce r^sultat, c'est-k-dire la quantity de chaleur passee du corps A 
au corps B. 

Le corps A fournit : 

1^ La chaleur n^cessaire pour porter la temperature de i kilogramme 
d'air de zero k 0^,001; 

2° La quantity necessaire ppur maintenir a ce degr^ 0^,001 la tem- 
perature de Fair lorsqu*il eprouve une dilatation de 



I 
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La premiere de ces quantites de chaleur etant fort petite par rapport 
k la secondot nous la negligerons. La seconde est, d'aprfes le raisonne- 
ment de la page 4 16, egale k celle qui serait necessaire pour accroitre 
de I degre la temperature de i kilogramme d'air soumis k la pression 
atmospherique. 

D'apres les experiences de MM. Delaroche et Berard sur la chaleur 
specifique des gaz, celle de I'air est, k poids egaux, 0,267 de celle de 
Teau. Si done nous prenons pour unite de chaleur la quantite neces- 
saire pour elever de 1 degre i kilogramme d'eau, celle qui sera neces- 
saire pour elever de i degre i kilogramme d'air aura pour valeur 
0,267. Ainsi la quantite de chaleur fournie par le corps A est 

0,267 unites. 

G*est Ik la chaleur capable de produire 0,000000372 unites de puis- 
sance motrice par sa chute de 0,001 a zero. 

Pour une chute mille fois aussi grande, pour une chute de i degre, 
la puissance motrice sera a tres-peu prfes mille fois la premiere, ou 

Si maintenant, au lieu de 0,267 unites de chaleur, nous employons 
f 000 unites, la puissance motrice produite sera donn^e par la proportion 

0,267 1000 ., , 372 , - 

— - — r^— = 9 d ou X = -jr- = I , Sqo unites. 

0,000372 X 207 ^ 

Ainsi 1000 unites de chaleur, passant d'un corps maintenu k la tem- 
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pSrature t degr^ ^ ud autre corps maintenu k la temperature t6ro, 
produiroDt, en agissaDt sur Fair, 

i,3g5 unites de puissance molrice. 

Nous allons comparer ce r^sultat ^ celui que foufDit TactioD de la 
chaleur sur la vapeur d'eau. 

SupposoDS 1 kilogramme d'eau liquide renfermee dans la capacity 
cylindrique abed [fig. 4]t entre le fond ab et le piston cd\ supposoos 



aussi I'existence des deux corps A. B, maiatenus chacun k une tempe- 
rature constante, celle de A etant eiev^e aa-dcssus de celle de B d'une 
quautite fort petite. Figurons-nous maintenant les operations sui- 
vantes : 

1° Contact de I'eau avec le corps A, passage du piston de la posi- 
tion cd k la position ef, formation de la vapeur a la temperature du 
corps A pour rempHr le vide auquel donne lieu FextensioD do la capa- 
cite : nous supposerons la capacite a6e/'assez grande pour que toute 
I'cau y soil contenue k I'etat de vapeur; 

a'' ^loignemeot du corps A, contact de la vapeur avec le corps B, 
precipitation d'une partie de cette vapeur, decroissement de sa force 
elastique, retour du piston de ^en ab, liquefaction du reste de la va- 
peur par I'effet de la pression combinee avec le contact du corps B; 

3*^ Eloignement du corps B, nouveau contact de I'eau avec le corps A, 
retour de I'eau a la temperature de ce corps, renouvellement de la pre- 
miere periode, ainsi de suite. 

La quantite de puissance motrice developpee dans un cercle complet 
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d'operatioDS est mesuree par le produit du volume de la vapeur multi- 
plie par la difference entre les tensions qu'elle poss^de k la tempera- 
ture du corps A et k celle du corps B. 

Quant k la chaleur employee, c'est-k-dire transport^e du corps A au 
corps B, c'est evidemment celle qui a ete necessaire pour transformer 
Teau envapeur, en negligeant toutefois la petite quantity necessaire pour 
reporter Teau liquide de la temperature du corps B k celle du corps A. 

Supposons la temperature du corps A loo degres et celle du corps B 

99 degres : la difference des tensions sera, d'apres la Table de M. Dalton, 
36 millimetres de mercure ou o",36 de hauteur d'eau. 

Le volume occupe par la vapeur est 1700 fois celui de Teau. Si nous 
operons sur i kilogramme, ce sera 1700 litres ou i"*',7oo. 
Ainsi la puissance motrice developpee a pour valeur le produit 

1,700X0,36 = 0,611 unites 

de I'espfece dont nous avons fait usage precedemment. 

La quantite de chaleur employee est la quantite necessaire pour 
transformer en vapeur Teau amenee dejk k 100 degres. Cette quantite 
est donnee par I'experience : on Ta trouvee egale k 55o degr6s, ou, 
pour parler plus exactement, k 55o de nos unites de chaleur. 

Ainsi 0,611 unites de puissance motrice resultent de Temploi de 
55o unites de chaleur. 

La quantity de puissance motrice resultant de 1000 unites de cha- 
leur sera donnee par la proportion 

55o 100 ., , 611 

— ^ — = — 9 dou ;r = ^^- = 1,112. 

0,011 X 55o 

Ainsi 1000 unites de chaleur transportees d'un corps maintenu a 

100 degres k un autre corps maintenu a 99 degres produiront, en agis- 
sant sur la vapeur d'eau, 1,112 unites de puissance motrice. 

Le nombre 1,113 difffere de j environ du nombre 1,395, trouv^ 

precedemment pour la valeur de la puissance motrice developpee par 
1000 unites de chaleur agissant sur Tair ; mais il faut observer que dans 
ce cas les temperatures des corps A et B etaient 1 degre et zero, tandis 
qu'ici ellessont 100 degres et 99 degres. La difference est bien la meme; 
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mais elle ne se trouve pas k la m^me hauteur dans r^chelle thermome- 
trique. II aurait fallu, pour faire une comparaison exacte, ^valuer la 
puissance motrice developpee par la vapeur form^e ^ i degri et con- 
densee k z6ro; il aurait fallu, en outre, pouvoir connaitre laquantite 
de chaleur conteuue dans la vapeur form^e k i degre. 

La loi due a MM. Clement et Desormes, et rapport^e ci-dessust 
page 4^S» nous fournit cette donn^e. La chaleur constituante de la va- 
peur d'eau etant toujours la memo, k quelque temperature que la vapo- 
risation ait lieu» s'il faut 55o degres de chaleur pour vaporiser I'eau 
dejk amende k loo degres, il en faudra 55o-i-ioo ou 65o pour vapo- 
riser le m^me poids d'eau prise k z^ro. 

En faisant usage de cette donn^e et raisonnant d'ailleurs absolument 

comme nous Tavons fait pour Teau k loo degres, on trouve, ainsi qu'il 

est facile de s'en assurer, 

1,290 

pour la puissance motrice d^veloppde par 1000 unites de chaleur agis- 
sant sur la vapeur d'eau entre i degr6 et zero. 
Ce nombre se rapproche plus que le premier de 

1,395. 

II n'en dififere plus que de -^9 erreur qui n'est pas hors des limites pre- 

sumables, eu ^gard au grand nombre de denudes de diverses especes 
dont nous avons 6t^ forces de faire usage pour arriver k ce rapproche- 
ment. Ainsi se trouve verifi^e, dans un cas particulier, notre loi fonda- 
mentale (*). 

Nous examinerons un autre cas, celui oil Ton fait agir la chaleur sur 
la vapeur d'alcool. 

Les raisonnements sont ici absolument les memes que pour la vapeur 
d'eau; les denudes seules changent. 

L'alcool pur bout sous la pression ordinaire k 78^, 7 cenligrades. 
I kilogramme absorbe, d'apres MM. Delaroche et Berard, 207 unites 



(*) On trouve (Jnnales de Chimie et de Physique, juillet 1818, p. 294) dans un M^moire 
de M. Petit une Evaluation de la puissance motrice de la chaleur appliqude k Tair et k la 
vapeur d'eau. Cette Evaluation conduit k attribuer h Fair atmosphErique un grand avantage; 
mais elle est due k une mEthode tout k fait incomplete de considErer Taction de la chaleur. 
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de chaleur pour se transformer en vapeur a cettc meme temperature 

La tension de la vapeur d*aicool a i degre au-dessous du point 

d'ebullition se trouve diminuee de -g; elle est de -^ moindre que la 

pression atmospherique [c'est du moins ce qui resulte des experiences 
de M. Betancour, rapportees dans la seconde Parlie de V Architecture 
hydrauUque de M. Prony, p. i8o, 195 (*)]. 

Si Ton fait usage de ces denudes, on trouve que, en agissant sur 1 kilo- 
gramme d'alcool aux temperatures 78*^,7 et 77*^»7, la puissance mo- 
trice developpee serait o,25i unites. 

EUe resulte de Temploi de 207 unites de chaleur. Pour 1000 unites 
il faut poser la proportion 

207 1000 .. , , 

F7 = 9 OU 57=1,230. 

0,254 ^ 

m 

Cc nombre est un pen plus fort que 1,112 resultant de I'cmploi de la 
vapeur d*eau aux temperatures 100 degres et 99 degrcs; mais si Ton 
suppose la vapeur d'eau employee aux temperatures 78 degres et 77 de- 
gres, on trouve, en faisant usage de la loi de MM. Clement et Desormes, 
1,212 pour la puissance motrice due k 1000 unites de chaleur. Ce der- 
nier nombre se rapproche, comme on voit, beaucoup de 1,280; il n'en 

differe que de =-• 



(' ) M. DaUon avail cm apercevoir que les vapeurs de divers liqnides, k des distances Iher- 
mom6triques ^gales du point d'^bullition, jouissaient de tensions 6gales; mais cette loi n'est 
pas rigoureusement exacte, elle n'est qu'approximative. II en est de m6me de la loi de pro- 
portionnalit^ de la chaleur latente des vapeurs avec leurs densit^s. ( Foir Extraits d'un M^- 
moire de M. C. Despretz, Annates de Chimie et de PhysiquCy t. XVI, p. io5, et t. XXIV, 
p. 323.) Les questions de ce genre se lient de pr^s avec celles de la puissance motrice du 
feu. Tout r^mmont MM. H. Davy et Faraday, apr^s avoir fait de belles experiences sur la 
liquefaction des gaz, par Tefiet d'une pression considerable, ont cherche a reconnaitre les 
changements de tension de ces gaz liqueoes pour de lagers changemcnts de temperature. lis 
avaient en vue Tapplication des nouveaux liquides k la production de la puissance motrice. 
(Voir Annates de Chimie et de Plijrsique, Janvier 1824, p. 80.) D'apr^s la theorie ci-dessus 
exposee, on peut prevoir que Fcmploi de ces liquides ne presenterait pas d'avantagcs rela- 
tivement k I'economie de la chaleur. Les avantages ne pourraient se rencontrer quo dans In 
basse temperature, k laquelle il serait possible d agir, et dans les sources oik, par cettc rai- 
son, il deviendrait possible de puiser le caloriquo. 

AnnaUts de l*£cole Normaie, 2^ Serie. Tomo I. 56 
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Nous aurioDS desire pouvoir faire d'autres rapprochements de cc 
gonro, pouvoir calculer, par exemple, la puissaDce motrice developpee 
par I*action de la chaleur sur des solides et des liquides, par la conge- 
lation de Teau, etc.; mais la Physique actuelle nous refuse les donnees 
necessaires (*). La loi fondamentale que nous avions en vue de con- 
(irmer nous semblerait exiger cependant, pour Hre raise hors de doute» 
des verifications nouvelles; elle est assise sur la theorie de la chaleur 
telle qu*on la couQoit aujourd'hui, et, il faut Tavouer, cette base ne 
nous parait pas d'une solidity inebranlable. Des experiences nouvelles 
pourraient seules decider la question; en attendant, nous nous occu- 
perons d'appliquer les idees theoriques ci-dessus exposees, en les re- 
gardant comme exactes, k Texamen des divers moyens proposes jusqu'a 
present pour realiser la puissance raotrice de la chaleur. 

On a quelquefois propose de developper de la puissance motrice 
par Taction de la chaleur sur les corps solides. La maniere de proceder 
qui se presente le plus naturelleihent a Tesprit est de fixer invariable- 
ment un corps solide, une barremetallique par exemple, par Tune de 
ses extremites; d'attacher I'autre extremity a une partie mobile de 
machine ; puis, par des rechauflements et des refroidissements succes- 
sifs, de faire varier la longueur de la barre et de produire ainsi des 
mouvements quelconques. Essayons de juger si cette maniere de deve- 
lopper la puissance motrice pent etre avantageuse. Nous avons fait voir 
que le caractere du meilleur emploi de la chaleur a la production du 
mouvement etait que tons les changements de temperature survenus 
dans les corps fussent dus a des changements de volume. Plus on ap- 
prochera de remplir cette condition, et mieux la chaleur sera utilisee. 
Or, en operant de la maniere qui vient d'etre decrite, on est bien loin 
de remplir la condition dont il s'agit; aucun changement de tempera- 
ture n*est du ici a un changement de volume : tons sont dus aux con- 
tacts de corps diversement echauffes, au contact de la barre metallique, 
soit avec le corps charge de lui fournir la chaleur, soit avec le corps 
charge de la lui enlever. 



(') Celles qui nous manquent sonl la force expansive qu*acquidrent los solides et les 
liquides par un accroissemenl donn6 de tempi^rature et la quantile de chaleur absorbed ou 
ubandonnce dans les changements de volume de ces corps. 



SUR LA PUISSANCE MOTRICE DU FEU. 44^ 

Le seul moyen de remplir la condition prescrite serait d'agir sur le 
corps solide absolument comme nous i'avons fait sur i'air dans les ope- 
rations decrites p. 409; mais il faudrait pour cela pouvoir produirc par 
le seul changement de volume du corps solide des changements consi- 
derables de temperature, si du moins Ton voulait utiliser des chutes 
considerables du calorique; or c'est ce qui parait impraticable. Plu- 
sieurs considerations conduisent en effet k penser que les changements 
operes dans la temperature des corps solides ou liquidcs par Teffet de 
la compression et de la rarefaction seraient assez faibles. 

J® On observe souvent dans les machines (dans les machines a feu 
particulierement) des pieces solides qui supporlent des efforts tres- 
considerables, tantot dans un sens, tantot dans Tautre, et, quoique ces 
efforts soient quelquefois aussi grands que le permette la nature des sub- 
stances mises en oeuvre, les variations de temperature sont pen sensibles. 

2"" Dans Taction de frapper les medailles, dans celle du laminoir, 
de la filiere, les metaux subissent la plus grande compression que nos 
moyens nous permettent de leur faire eprouver en employant les outils 
les plus durs et les plus resistants. Cependant Televation de tempera- 
ture n'est pas considerable; si elle Tetait, les pieces d'acier dout on 
fait usage dans ces operations seraient bientot detrempees. 

3® On sait qu'il faudrait exercer sur les solides et les liquides un 
tres-grand effort pour produire en eux une reduction de volume com- 
parable a celle que leur fait eprouver le refroidissement (un refroidis- 
sement de 100 degres a zero, par exemple). Or le refroidissement 
exige une suppression de calorique plus grande que ne I'exigerait la 
simple reduction de volume. Si cette reduction etait produite par un 
moyen mecanique, la chaleur degagee ne pourrait done pas faire varier 
la temperature du corps d'autant de degres que le fait le refroidisse- 
ment. Elle necessiterait cependant Temploi d'une force a coup sur tres- 
considerable. 

Puisque les corps solides sont susceptibles de pen de changement de 
temperature par les changements de volume, puisque d'ailleurs la con- 
dition du meilleur emploi de la chaleur au dcveloppement de la puis- 
sance motrice est precisement que tout changement de temperature 
soit du a un changement du volume, les corps solides paraissent peu 
propres a realiser cette puissance. 

56. 
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Les corps liquides sont absolument dans le meme cas; les memes 
raisons peuvent etre donnees pour rejeter leur emploi (*). 

Nous ne parlous pas ici des difficultes pratiques : elles seraient sans 
nombre. Les mouvements produits par la dilatation et la compression 
des corps solides ou liquides ne pourraient etre que fort petits; on se 
verrait force, pour leur donner de Tex tension, de faire usage de m6ca- 
nismes compliques; il faudrait employer des materiaux de la plus 
grande force pour trausmettre des pressions enormes; enfin les opera- 
tions successives s'executeraient avec beaucoup de lenteur, comparees 
a celles de la machine a feu ordinaire, de sorte que des appareils de 
grandcs dimensions et d*uu prix considerable ne produiraient en somme 
que de mediocres effets. 

Les fluides elastiques, gaz ou vapeurs, sont les veritables instru- 
ments appropries au developpemeutde la puissance motrice de la cha- 
leur; ils reunissent toutes les conditions necessaires pour bien remplir 
cet emploi : ils sont faciles a comprimer ; ils jouissent de la faculte de 
se distendre presque infinimcnt ; les variations de volume occasionnent 
chez eux de grands changements de temperature ; enfin ils sont tres- 
mobiles, faciles a echauiTer et a refroidir promptement, faciles a trans- 
porter d'un lieu a un autre, ce qui donne la faculte de leur faire pro- 
duire rapidement les effets que Ton attend d*eux. 

On pent aisement concevoir uue foule de machines propres a deve- 
lopper la puissance motrice de la chaleur par Temploi des fluides elas- 
tiques ; mais, de quelque maniere que Ton s'y prenne, il ne faut pas 
perdre de vue les principes suivants : 

i^ La temperature du fluide doit etre portee d'abord au degre le plus 
eleve possible, afin d'obtenir une grande chute de calorique, et par 
suite une grande production de piiissancc motrice. 

2"^ Par la meme raison, le refroidissement doit etre porte aussi loin 
que possible. 

3^ II faut faire en sorte que le passage du fluide elastique de la tem- 
perature la plus elevee a la temperature la plus basse suit du a Texten- 



(' ) Des experiences r6centes de M. OErstedt, sur la compressibilitd de Teau, ont fait voir 
que, pour une pression de 5 almospheros, la temperature de cc liquide n*6prouvait pas de 
changement appreciable (Voir Annates de Chimie et de Physique, fevrier i8a3, p. 19a.) 
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sion de volume, c'est-a-dire il faut faire en sorte que le refroidissement 
dugaz arrive spontanement parTeffet de la rarefaction. 

Les bornes de la temperature k laquelle il est possible de faire arri- 
ver d'abord le ttuide ne sont que les bornes de la temperature produite 
par la combustion ; elles sont tres-eloignees. 

Les bornes du refroidissement se rencontrent dans la temperature 
des corps les plus froids dont on puisse disposer facilement et en 
grande abondance : ces corps sont ordinairement les eaux du lieu oil 
Ton se trouve. 

Quant k la troisieme condition, elle apporte des difficultes k la reali- 
sation de la puissance motrice de la chaleur, lorsqu'il s'agit de mettre 
a profit de grandes differences de temperature, d'utiliser de grandes 
chutes du calorique. En effei, il faut alors que le gaz, par Teffet de sa 
rarefaction, passe d'une temperature tres-elevee a une temperature 
tres-basse, ce qui exige un grand changement de volume et de densite, 
ce qui exige que le gaz soit pris d'abord sous une pression tres-forte, 
ou qu'il acquiere, par TefTet de sa dilatation, un volume enorme, con- 
ditions Tune et I'autre difficilesk remplir. La premiere necessite I'em- 
ploi de vaisseaux tr^s-solides pour contenir le gaz a la fois sous une 
forte pression et a une haute temperature; laseconde necessite I'em- 
ploi de vaisseaux d'une dimension tres-considerable. 

Ce sont la, en effet, les principaux obstacles qui s'opposent k ce que 
Ton mette a profit, dans les machines a vapeur, une grande portion de 
la puissance motrice de la chaleur. On est force de se borner a utiliser 
une faible chute du calorique, tandis que la combustion du charbon 
fournit les moyens de s'en procurer une tres-grande. 

II est rare que, dans les machines a vapeur, on donne naissance au 
fluide elaslique sous une pression superieure a 6 atmospheres, pres- 
sion correspondant a environ i6o degres centigrades, et il est rare que 
la condensation s'opere a une temperature fort au-dessous de 4o degres; 
la chute de calorique de i6o a 4o degres est 120 degr6s, tandis qu'on 
pent se procurer, par la combustion, une chute de 1000 a 2000 degres. 

Pour mieux concevoir cela, nous rappellerons ce que nous avons 
designe par chute de calorique : c*est le passage de la chaleur d'un 
corps A, oil la temperature est elevee, h un autre B, oil elle est plus 
basse. Nous disons que la chute du calorique est de 100 degres ou de 
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looo degres lorsque la difference de temperature entre les corps A et 
B est loo ou looo degres. 

Dans une machine a vapeur qui travaiile sous la pression de 6 atmo- 
spheres, la temperature de la chaudiere est i6o degres: c'est la Ic 
corps A ; il est entretenu, par le contact du foyer, a la temperature 
constante 160 degres, et fournit continuellement la chaleur necessaire 
a la formation de la vapeur. 

Le condenseur est le corps B; il est entretenu, au moyen d'un cou- 
rant d'eau froide, a la temperature a peu pres constante de 4^ degres ; 
il absorbe continuellement le calorique qui lui est apporte du corps A 
par la vapeur. La difference de temperature entre ces deux corps est 
160 — 4o ou 120 degres : c'est pourquoi nous disons que la chute du 
calorique est ici 120 degres. 

Le charbon etant capable de produire par sa combustion une tempe- 
rature superieure a 1000 degres, et Teau froide dont on dispose le plus 
ordinairement dans nos climats etant a 10 degres environ. Ton peut se 
procurer facilement une chute de calorique de 1000 degres, chute dont 
120 degres seulement sont utilises par les machines a vapeur; encore 
ces 120 degres ne sont-ils pas mis entierement a profit : il se fait tou- 
jours des pertes considerables, dues a des retablissements inutiles d*e- 
quilibre dans le calorique. 

II est aise d'apercevoir maintenant quelles sont les causes de I'avan- 
tage des machines dites a haute pression sur les machines a pression 
plus basse : cet avantage rdside essentiellement dans lafacultdde rendre 
utile une plus grande chute du calorique. La vapeur prenant naissance 
sous une pression plus forte se trouve aussi a une temperature plus 
elevee, et comme, d'ailleurs, la temperature de la condensation reste 
toujours a peu pres la meme, la chute du calorique est evidemment 
plus considerable. 

Mais pour tirer des machines a haute pression des resultats vraiment 
avantageux, il faut que la chute du calorique y soit mise a profit le mieux 
possible. II ne sutfit pas que la vapeur prenne naissance a une tempe- 
rature elevee, il faut encore que, par Textension de son volume, elle 
arrive a une temperature assez basse. Le caraclere d'une bonne machine 
a vapeur doit done etre non-seulement d'employer la vapeur sous une 
forte pression, mais de Vemployer sous des pressions successives tres- 
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variables, tres-diffdrentes les unes des autres, et progresswement ddcrois- 
sanies ( • ) . 

Pour faire sentir en quelque sorte, a posteriori, I'avantage des ma- 
chines a haute pression, supposons de la vapeur forinee sous la pres- 
sion atmospherique et introduite dans la capacite cylindrique abed 
{fig. 5) sous le piston cd, qui joignait d'abord le fond ab : la vapeur, 

Fig. 5. 




apres avoir fait inouvoir le piston de ab en cd, poursuivra ulterieure- 
ment ses eflets d'une maniere quelconque dont nous ne nous oecupons 
pas. 

Imaginons que Ton force le piston parvenu en cd a s'abaisser en ef, 
sans permettre a la vapeur de s'echapper, ni de perdre aucune portion 



(*) Co principe, veritable fondement de la th^orie des machines ^ vapeur, a dt6 ddve- 
lopp^ avec beaucoup de clarte par M. Clement, dans un M^moire pr^sent^ a TAcad^mie des 
Sciences, il y a quclques ann^es. Ce M^inoire n*a jamais ^t^ imprim^, mais j'en ai d<l la con- 
naissance k la complaisance de I'auleur. Non-seulement le principe y est ^labli, roais il y est 
appliqu^ aux divers systemes de machines k vapeur actuellement en usage ; la puissance 
motrice de chacune y est ^valu6e par le secours de la loi cit<3e (p. 4''i8] et compart aux 
r^sultats do Texp^rience. 

Le principe dont il est ici question est tellement mal connu ou mal appr^ci^, que r^cem- 
ment M. Perkins, c^l^bre m^canicien de Londres, a construit une machine oik la vapeur for- 
mee sous la pression de 35 atmospheres, pression jusqu'alors inusil^e, ne regoit presque 
aucune extension de volume, comme on peut s'en convaincre par la plus l^re connaissance 
de cette machine. Elle est compost d'un seul cylindre, de dimension fort petite, qui, k 
chaque pulsation, se remplit enti^rement de vapeur form^e sous la pression de 35 atmo- 
spheres. La vapeur ne produit aucun eflet par I'extension de son volume , car on ne lui pr6- 
sente aucune capacity oil cette extension puisse avoir lieu ; on la condense aussitdt apr^s sa 
sortie du petit cylindre. Elle travaille done seulement sous une pression de 35 atmospheres, 
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de son calorique. Elle sera refoul^e dans Tespace ahef^ et augmentera 
a la fois de densite, de force elastique et de temperature. 

Si la vapeur, au lieu de prendre naissance sous la pression atmo- 
spherique, eut pris naissance precisement a Tetat ou elle se trouve etant 
refoulee en abef^ et que, apres avoir fait mouvoir par son introduction 
dans le cylindre le piston de ah en ef^ elle Teut pousse par le seul effet 
de son extension de volume de ^en cdy la puissance motrice produite 
eut cte plus considerable que dans le premier cas. En effet, le mouve- 
ment de piston, ^gal en amplitude, aurait eu lieu sous TefTort d*une 
pression plus grande, quoique variable, quoique progressivement de- 
croissante. 

La vapeur n'eut cependant exige pour sa formation qu'une quantite 
de calorique precisement egale; seulement ce calorique eut ete pris a 
une temperature plus elevee. 

C'est d'apres des considerations de ce genre qu'ont ^te ^tablies les 
machines k deux cylindres, machines inventees par M. Hornblowrer, 
perfectionnees par M. Woolf, et qui passent pour les plus avantageuses 
relativement \ Teconomie du combustible. Elles sont composees d*un 
petit cylindre qui, a chaque pulsation, se remplit plus ou moins de 
vapeur (souvent entierement), et d'un second cylindre auquel on 
donne ordinairement une capacite quadruple de celle du premier, et 



et non , comme Texigerait son bon emploi, sous des pressions progressivement d^crois- 
santes. Aussi la machine de M. Perkins ne parait-elle pas r^aliser les esp<^rances qu'ello avail 
d'abord fait concevoir. On avait pr^tendu que T^conomie de charbon, produito par cette 
machine, 6lait des -^ sur les bonnes machines de Watt, et que Ton y rencontrait encore 
d'autres avanlages. (Voir Annates de Chimie et de Physique, avril 1823, p. 4^9-) Ces asser- 
tions ne se sont pas v^riG^es. La machine de M. Perkins n'en est pas moins une invention pr6- 
cieuse, en ce qu'elle a montr6 la possibility de faire usage de la vapeur sous des pressions 
bcaucoup plus 6!ev6es qu*on ne Tavait fait jusqu'alors, et parce qu*elle peut conduire, 6tant 
habilement modifi^e, k des r^sultals vraiment utiles. 

Watt, k qui Ton doit presque toutes les grandes amdliorations des machines k vapeur, et 
qui a port^ ces machines k un ^tat de perfection aujourd'hui difficile k d^passer, Watt est 
aussi le premier qui ait employ^ la vapeur sous des pressions progressivement d^croissanles. 
Dans beaucoup de cas, il suspendait Tintroduction de la vapeur dans le cylindre, a moiti6, 
au tiers, au quart de la course du piston, qui s'achevait ainsi sous une pression de plus on 
plus faible. Les premieres machines agissant sur ce principo dalent do 1778. Watt en avait 
con^u I'idde des 1769, et prit patento pour cct objeten 1782. 

Voici une Table qui se trouvait annexee k la patonte de Watt. 11 supposait la vapeur intro- 
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qui ne reQoit d'autre vapeur que celle qui a d^jk agi dans le premier 
cylindre. Aiusi la vapeur, au terme de son action, a au moins quadru- 
ple de volume. Du second cylindre elle est portee directement dans le 
condenseur; maison congoit qu'elle pourrait etre portee dans un (roi- 
sieme cylindre quadruple du second et ou son volume deviendrait 
seize fois le volume primitif. Le principal obstacle qui s'oppose k Tem- 
ploi d'un troisieme cylindre de ce genre est la capacite qu'il faudrait 



duite dans le cylindre pendant le premier quart de la course du piston ; puis, divisant cette 
course en vingt parties, il calculait ainsi la pression moyenne : 



PORTIONS 



DE LA DBSCSMTE DKPUIS LE SOMMBT DO CYLINDKB. 



Quart. 



o,o5 

0,10 

o,i5 
o,ao 
0,^5 



La vapeur arrivant libre- 
ment de la chaudidre. 



o,3o 
0,35 
o,4o 
0,45 

Moitie o^So 

0,55 
o,6o 
0,65 
0,70 
0,75 
0,80 
o,85 
0,90 
0,95 

Fond du cylindre. 1,00 



La vapeur dtantintercep- 
tee, et la descente ne 
s^op^rant que par la 
Beule expansion. 



Pression moyenne 



Sonme. .... 
11,583 



PRESSION D^CROISSANTE 

DE LA VAPEUR, 

la preMlon entliro itant x. 



ao 



1,000 
1,000 
1,000 
1,000 
1,000 

o,83o 
0,714 
o,6a5 
0,555 
o,5oo 
0,454 
0,417 
0,385 
0,375 
0,333 

0,3l!2 
0,394 

0,277 
o,a6a 
o,oa5 

11,583 
= 0,579. 



Pression enti^rf . 



Moitid de la pression primitive. 



Tiers. 



Quart. 



Sur quoi il remarquait que la pression moyenne est plus de moiti^ de la pression pre- 
miere ; qu'ainsi, en employant une quantity de vapeur 6gale au quart, il produisait un effet 

plus que moiti6. 
Watt supposait ici que la vapeur observe dans sa dilatation la loi de Mariotte ; ce qu*il ne 

Annales de VEcoU Normale, a« S^rie. Tome 1. 57 
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lui donner, et les grandes dimensions qu'il faudrait faire acqu^rir aux 
ouvertures destinees a livrer passage a la vapeur (* ) . Nous n'en dirons 
pas davantage sur ce sujet, notre objet n'etant pas d'entrer ici dans les 
details de construction des machines a feu : ces details r^clameraient 
un ouvrage qui en traitat specialement, et qui n'existe pas encore, du 
moins en France (*). 



devait pas regarder comme exact, parce que, d*une part, le fluide ^lastique, en se dilatant, 
s'abaisse de temperature, et que, de Tautre, rien ne prouvait qu'il ne se condense pas une 
partie de ce fluide par reffet de son expansion. Watt aurait dH aussi avoir ^ard k la force 
n^cessaire pour expulser la vapeur qui reste aprds la condensation, et qui se trouve en quan- 
tity d'autant plus grande que Textension du volume a M pouss^ plus loin. Le docteur Ro- 
binson avait ajoute au travail de Watt une formule simple pour calculer Teffet de I'expan- 
sion de la vapeur ;.mais cette formule se trouve entach^e des m6mes vices que nous venons 
de signaler. Elle a M n^nmoins utile aux constnicteurs en leur fournissant une donn^ 
approximative k peu pr^s suffisante pour la pratique. Nous avons jug6 utile de rappeler ces 
faits, parce qu'ils sent peu connus, surtout en France. On y construit des machines sur les 
modules des inventeurs, mais on appr^cio mal les motifs qui ont guid6 ceux-ci dans Tori- 
gine. L'oubli de ces motifs a conduit souvent dans des fautes graves. Des machines, origi- 
nairement bien con^ucs, so sent det^rior^es entre les mains de constnicteurs inhabiles, qui, 
voulant y introduire des perfectionnements de peu d'importance, ont n6glige les considerations 
capitales qu'ils no savaient pas appr6cier. 

( * ) L*avantage do deux cylindres substitu^s k un seul est facile k apercevoir. Dans un seul 
cylindre, I'impulsion du piston serait excessivement variable, du commencement k la fin de 
la course. II faudrait que toutes les pieces destin6§s k transmettre le mouvement fussent 
d*une force suflisante pour rdsister a la premiere impulsion, et parfaitement assemblies 
entre elies pour 6viter des mouvomenta brusques dont elles auraient beaucoup k souffrir, 
qui m6me les auraient bient6t d6truitcs. Ce serait surtout sur le balancier, sur les supports, 
sur la bielle, sur la manivelle, sur les premieres roues dent6es, quo rin^galite d'impulsion 
se ferait sentir et produirait les eOets les plus nuisibles. II serait n^cessaire, en outre, que 
le cylindre k vapeur filt k la fois d'une force suffisante pour supporter la pression la plus 
eiev^e, et d'une capacit6 assez considerable pour contenir la vapeur apr6s son extension de 
volume, tandis qu'en faisant usage de deux cylindres successifs, il suffit de donner au pre- 
mier la force avec une capacity mediocre, ce qui est chose facile, et au dernier les grandes 
dimensions avec une force rnddiocre. 

Les machines k deux cylindres, quoique congues sur d'assez bons principes, se trouvent 
souvent loin de produire les r^sultats avantageux que Ton aurait droit d'attendre d'elles. 
Cela tient surtout k ce que les dimensions des diverses parties de ces machines sont difficilcs 
a bien r^gler, et qu'elles se trouvent rarement dans un juste rapport les unos avec les autres. 
On manque de bons mod61es pour la construction des machines k deux cylindres, tandis que 
Ton en poss^de d'excellenls pour la construction des machines du syst^me de Watt. De la 
vient la diversity que Ton observe dans les eifets des uncs et la presque uniformite que Ton 
observe dans ceux des autres. 

( ' ) On trouve, dans Touvrago intitule De la Richesse mineraie, par M. Heron de Yille- 
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Si la distension de la vapeur est bornee principalement par les di- 
mensions des vaisseaux ou elle doit se dilater, le degre de condensation 
auquel il est possible de Temployer d'abord n'est limite que par la re- 
sistance des vaisseaux oil elle prend naissance, c'est-a-dire des chau- 
diferes. Sous ce rapport, on est loin d'avoir atteint la limite du mieux 
possible; la disposition des chaudiferes generalement en usage est tout 
a fait vicieuse, quoique la tension de la vapeur y soit rarement portee 
au delk de 4 ^ 6 atmospheres ; elles eclatent souvent et ont cause 'des 
accidents graves. II serait sans doute tres-possible d'eviter de pareils 
accidents et de porter cependant la vapeur k des tensions beaucoup plus 
fortes qu'on ne le fait generalement. 

Outre les machines a haute pression & deux cylindres et dont nous 
avons parley il existe encore des machines a haute pression a un seul 
cylindre. La plupart de ces dernieres ont ete construites par deux 
habiles ingenieurs anglais, MM. Trevetick et Vivian. Elles emploient la 
vapeur sous une pression tres-61evee, quelquefois 8 k lo atmospheres, 
mais elles sont sans condenseur. La vapeur, apr^s avoir H& introduite 
dans le cylindre, y regoit une certaine extension de volume, mais con- 
serve toujours une pression plus elevee que la pression atmospherique. 
Lorsqu'elle a rempli son office, on la rejette dans I'atmosphere. II est 
Evident que cette fagon d*agir equivaut tout k fait, sous le rapport de la 
puissance motrice produite, a condenser la vapeur a loo degres, et que 
Ton perd une partie de Teftet utile ; mais les machines qui operent 
ainsi dispensent de condenseur et de pompe h air. Elles sont moins 
couteuses que les autres, moins compliquees, elles occupent moins de 
place, et peuvent s*employer dans les lieux oil Ton ne dispose pas d'un 
courantd*eau froide suffisant pour operer la condensation. Elles sont 
la d'un avantage inappreciable, puisque Ton ne pent pas les remplacer 
par d' autres. Ces machines sont principalement employees, en Angle- 
terre, a mouvoir des chariots destines au transport de la houille sur des 
chemins de fer etablis, soit dans I'interieur des mines, soit k ciel ou- 
vert. 

« 

fosse, m* vol., p. 5o et suivantes, une bonne description des machines k vapeur actuellement 
en usage dans I'exploitation des mines. En Angleterre, on a traits des machines a vapeur d*une 
mani^re assez complete dans Y Encyclopedie britannique, Quelques-unes des donnas dont 
nous nous servons ici sont tir^ de ce dernier ouvrage. 

5,. 
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II nous reste a fairc quelques reflexions sur l*empIoi des gaz perma- 
nents et des vapeurs autres que celle de Keau au developpement de la 
puissance motrice du feu. 

On a essaye k diverses reprises de faire agir la chaleur sur Fair 
atmospherique pour donner naissance a la puissance motrice. Ce gaz 
resente, relativement a la vapeur d'eau, des avantages et des inconve- 
nients que nous allons examiner. 

i^ II presente, relativement a la vapeur d'eau» un avantage notable 
en ce que ayant k volume egal une capacite pour la chaleur beaucoup 
moindre, il se refroidirait davantage par une extension semblable au 
volume (ce fait est prouve par ce que nous avons dit prec6demment) . 
Or on a vu de quelle importance il etait d'occasionner, par les cbange- 
ments de volume, les plus grands changements possibles dans la tem- 
perature. 

a° La vapeur d'eau ne pent etre form6e que par Tintermediaire d*une 
chaudiere, tandis que I'air atmospherique pourrait etre echauffe imme- 
diatement par une combustion ex^cut^e dans son sein. On ^viterait 
ainsi une perte considerable, non-seulement dans la quantite de cha- 
leur, mais encore dans son degre thermom^trique. Get avantage appar- 
tient exclusivement k I'air atmospherique; les autres gaz n'en jouis- 
sent pas : ils seraient meme plus difficiles k echauffer que la vapeur 
d*eau. 

3*^ Afin de pouvoir donner k Fair une grande extension de volume, 
afin de produire par cette extension un grand changement de tempera- 
ture, il serait necessaire de le prendre d'abord sous une pression assez 
elevee : il faudrait done le comprimer par une pompe pneumatique, ou 
par tout autre moyen avant de Techauffer. Cette operation exigerait un 
appareil particulier, appareil qui n'existe pas dans les machines a 
vapeur. Dans celles-ci, Teau est a Tetat liquide lorsqu'on la fait pene- 
trer dans la chaudiere; elle n'exige, pour y etre introduite, qu'une 
pompe foulante de petites dimensions. 

l\^ Le refroidissement de la vapeur par le contact du corps refrigerant 
est bien plus prompt et bien plus facile que ne pent I'etre celui de I'air. 
A la verite, on aurait la ressource de rejeter celui-ci dans I'atmosphfere, 
ce qui aurait en outre I'avantage d'eviler I'emploi d'un refrigerant dont 
on ne dispose pas toujours, mais il faudrait pour cela que I'extension * 
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de volume de Taip ne Teut pas fait arriver a une pression moindre que 
la pression atmospherique. 

5° Un des inconvenients les plus graves de la vapeup est de ne pou- 
voir pas etre prise a de hautes temperatures, sans necessiter Temploi 
de vaisseaux d'une force extraordinaire. II n*en est pas de meme de 
Tair, pour lequel il n'existe pas de rapport necessaire entre la force 
elastique et la temperature. L'air semblerait done plus propre que la 
vapeur a realiser la puissance motrice des chutes du calorique dans les 
degres eleves : peut-etre, dans les degres inf6rieurs, la vapeur d'eau 
est-elle plus convenable. On concevrait meme la possibilite de faire 
agir la meme chaleur successivement sur Fair et sur la vapeur d*eau. 
II sutfirait de laisser a Fair, apres son emploi, une temperature elevee, 
et, au lieu de le rejeter immediatement dans I'atmosphere, de lui faire 
envelopper une chaudiere a vapeur, comme s'il sortait immediatement 
d'un foyer. 

L'emploi de Tair atmospherique au developpement de la puissance 
motrice de la chaleur presenterait, dans la pratique, des diflicultes 
tres-grandes, mais peut-etre pas insurmontables; si Ton parvenaita les 
vaincre, il offrirait sans doute une superiorite remarquable sur la 
vapeur d'eau ( * ) . 



( * ) Parmi les tentatives faites pour d^velopper la puissance motrice du feu par rinterm^ 
diaire de Tair atmospherique, on doit distinguer celles de MM. Niepce, qui ont eu lieu en 
France, il y a plusieurs ann^es, au moyon d'un appareil nomm^ par les inventeurs pyreolo- 
phore. Voici en quoi consistait ^ peu prds cet appareil : c^^tait un cylindre, muni d'un pis- 
ton, od Fair atmospherique etait inlroduit & la density ordinaire. On y projetait une matiere 
tr^s -combustible, r^duite k un grand etat de t^nuite, et qui restait un moment en suspen- 
sion dans Fair, puis on y mettait le feu. L'inflammation produisait k peu pr^s le m^me effet 
que si le fluide Elastique eut ^ii un melange d'air et de gaz combustible^ d'air et d'hydro- 
gdnecarbon6 par exemple; il y avait une sorte d'explosion et une dilatation subite du fluide 
eiastique, dilatation que Ton mettait k profit en la faisant agir tout enti^re centre le piston. 
Celui-ci prcnait un mouvement d'une amplitude quelconque, et la puissance motrice se trou- 
vait ainsi rdalis^e. Rien n'emp^chait ensuite de renouveler Tair et de recommencer une ope- 
ration semblable k la premiere. 

Cctte machine, fort ingenieuse, et interessante surtout par la nouveaute de son principe, 
pechait par un point capital : la matiere dont on faisait usage comme combustible (c'etait 
la poussiere de lycopode, employee a produire des flammes sur nos Ihefttres) etait trop chero 
pour que tout avantage ne dispariit pas par cette cause ; et malbeureusement il etait difficile 
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Quant aux autres gaz permanents, ils doivent etre absolument rejet^s : 
ils ont tous les iQconveaients de Tair atmospherique, sans printer 
aucun de ses avantages. 

On pent en dire autant des vapeurs autres que celles de Teau com- 
parees a cette dernifere. 

S'il se rencontrait un corps liquide abondant, qui se vaporisat a une 
temperature plus elevee que Teau, dont la vapeur eut sous le meme 
volume une chaleur specifique moindre, qui n'atlaquat pas les metaux 
employes k la construction des machines, il meriterait sans doute la 
preference ; mais la nature ne nous oiTre pas un pareil corps. 

On a propose quelquefois Temploi de la vapeur d'alcooU on a meme 
construit des machines dont le but etait de rendre cet emploi possible, 
en evitant de meler les vapeurs avec Teau de condensation, c'est-a- 
dire en appliquant le corps froid exterieurement, au lieu de I'intro- 
duire dans la machine. On croyait apercevoir dans la vapeur d*alcool 
un avantage remarquable en ce qu'elle possede une tension plus forte 
que la vapeur d'eau a egale temperature. Nous ne pouvons voir la 
qu'un nouvel obstacle a surmonter. Le principal defaut de la vapeur 
d'eau est sa tension excessive k une temperature elevee : or ce defaut 
existe k plus forte raison dans la vapeur d'alcool. Quant k Tavantage 
relatif k une plus grande production de puissance motrice, avantage 



d*employer un combustible de prix mod^rd, car 11 fallait un corps en poudre tr6s-fine, dont 
rinflammation fdt prompte, facile k propager, et laissftt peu ou point de cendres. 

Au lieu d*op^rer comme le faisaient MM. Niepce, 11 nous eHi sembl^ pr^f^rable de com- 
primer Fair par des pompes pneumatiques, de lui faire traverser un foyer parfaitement clos, 
et dans lequel on edt Introduit le combustible en petites portions par un mtoinisme facile k 
concevoir ; de lui faire d6velopper son action dans un cylindre k piston ou dans toute autre 
capacity extensible ; de le rejeter enfin dans Tatmosph^re, ou m^me de le faire passer sous 
une chaudi^re k vapeur, afin d'utiliser la temperature qui lui serait rest^e. 

Les principales difficult^s que I'on eilt rencontr^es dans ce mode d'op^ration eussent M 
de renfermer le foyer dans une enveloppe d'une solidity suffisante, d'entretenir cependant la 
combustion k un ^tat convenable, de maintenlr les diverses parties de Tappareil k une tem- 
p6rature mod^rde, et d'empdcher les degradations rapides du cylindre et du piston. Nous ne 
croyons pas ces difficult^s insurmontables. 

II a ete fait, dit-on, tout r^cemment en Angleterre des essais beureux sur le d6veloppe- 
ment de la puissance motrice par Taction de la chaleur sur I'air atmospherique. Nous igno- 
rons entierement en quo! ces essais ont consists, si toutefols ils sont r^els. 
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que Ton croyait devoir rencontrer, nous savons, par les principes ex- 
poses ci-dessus, qu'il est imaginaire. 

C'est done sur Temploi de la vapeur d'eau et de Fair atmosph^rique 
que doivent porter les tentatives ulterieures de perfectionnement des 
machines h feu ; c*est ^ utiliser, par le moyen de ces agents, les plus 
grandes chutes possibles du calorique, que doivent etre diriges tons 
les efforts. 

Nous terminerons en faisant apercevoir combien on est loin d'avoir 
realise, par les moyens connus jusqu'a present, toute la puissance mo- 
trice des combustibles. 

Un kilogramme de charbon brul^ dans le calorimbtre fournit une 
quantite de chaleur capable d'elever de i degre centigrade 7000 kilo- 
grammes d'eau environ, c'est-a-dire qu'il fournit 7000 unites de cha- 
leur d'apres la definition donn^e p. 4^7 de ces unites. 

La plus grande chute realisable du caiorique est mesur6e par la dif- 
ference entre la temperature produite par la combustion et celle des 
corps employes au refroidissement. II est difficile d'apercevoir a la 
temperature de la combustion d'autres limites que celles oil la com- 
binaison entre I'oxygene et le combustible pent s'effectuer. Admettons 
ccpendant que looodegres soient cette limite, et nous nous tiendrons 
certainement au-dessous de la verite. Quant a la temperature du refri- 
gerant, supposons-la o degr^. 

Nous avons evalue approximativement, p. 4^9, la quantite de puis- 
sance motrice que developpent 1000 unites de chaleur du degre 100 
au degre 99 : nous I'avons trouvee 1,112 unites de puissance ^gales 
chacune k i mfetre d'eau eleve de i metre de hauteur. 

Si la puissance motrice etait proportionnelle a la chute du caiorique, 
si elle etait la meme pour chaque degre thermometrique, rien ne 
serait plus facile que de I'estimer de 1000 degres k o degr6 : elle aurait 
pour valeur 

1,112 X 100= 1112. 

Mais comme cette loi n'est qu'approximative et qu'elle s*ecarte peut- 
etre beaucoup de la verite dans les degres eleves, nous ne pouvons 
faire qu'une evaluation tout a fait grossiere : nous supposerons le 
nombre 1 112 reduit a moitie, c'est-a-dire a 56o. 

Puisque un kilogramme de charbon produit 7000 unites de chaleur 
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etque le nombre 56o est relatif a looo unites, il faut le multiplier 

par 7, cequi donne 

7 X 56o = 3920. , 

Yoila la puissance motrice d'un kilogramme de charbon. 

Pour comparer ce r^sultat theorique avec les resultats d'exp^rience, 
examiDons combien un kilogramme de charbon developpe reeliement 
de puissance motrice dans les meilleures machines a feu connues. 

Les machines qui ont present^ jusqu'ici les resultats les plus avanta- 
geux sont les grandes machines a deux cylindres employees k T^puise- 
ment des mines d'etain et de cuivre de Cornwall. Yoici les meilleurs 
produits qu'elles aient jamais fournis. 

65 millions de livres d*eau ont ete elevees d'un pied anglais par bois- 
seau de charbon brule (le boisseau pese 88 livres). Get effet equivaut 
k elever, par kilogramme de charbon, iqS mMres cubes d'eau a 
un m^tre de hauteur, a produire par consequent 196 unites de puis- 
sance motrice par kilogramme de charbon brule {*). 

195 unites ne sont que le vingtieme de 3920, maximum theorique : 
par consequent -^ seulement de la puissance motrice du combustible 
a ^t6 utilise. 

Nous avons cependant choisi notre exemple parmi les meilleures ma- 
chines k vapeur connues. 



( ' ) Le r^sultat que nous rapportons ici a ^i& fourni par une machine dont le grand cylindre 
a pour dimensions 45 pouces de diaro^tre et 7 pieds de course ; elie est employee k I'dpuise- 
ment d'une des mines de Corn^vall, nomm^e Wheal Abraham. Ce r^ultat doit ^tre consi- 
d^r6 en quelque sorte comme une exception , car il n'a 6t6 que momentan^ et ne s'est sou- 
tenu que pendant un seul mois. Le produit de 3o millions de livres, ^lev^es de i pied anglais 
par boisseau de charbon de 88 livres, est regard^ g^n^ralement comme un excellent rdsultal 
des machines & vapeur. II est quelquefois atteint par les machines du syst^me de Watt, mais 
bien rarement d^pass^. Ce dernier produit reviont, en mesures fran^ses, k 104000 kilo- 
grammes 61ev6s k I m^tre de hauteur par kilogranmie de charbon br(114. 

iyapr6s ce que Ton entend ordinairement par force d'un cheval, dans revaluation des 
effets des machines k vapeur, une machine de 10 chevaux doit Clever par seconde 
10 X 75 kilogrammes, ou 760 kilogrammes, k i m^tre de hauteur, ou bien, par heure, 
760 X 36oo = 2700000 kilogrammes k 1 m^tre. Si nous supposons que chaque kilogramme 
de charbon ^l^ve k cette hauteur 104000 kilogrammes, il faudra, pour connaitre le charbon 
brdie en une heure par notre machine de 10 chevaux, diviser 2700000 par 104000, ce qui 

donne -^-7- = 26 kilogrammes. Or il est bien rare de voir une machine de 10 chevaux 
104 

consommer moins de 216 kilogrammes de charbon par heure. 
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La plupart des autres leur sout bien inferieurcs. L'anciennc machine 
(le Chaillot, par exempic, eleve 20 metres cubes d'eau a 33 metres pour 
3o kilogrammes de charbon brule, ce qui revient a 22 unites de puis- 
sance motrice par kilogramme, resultat neuf fois moindre que celui 
cite ci-dessus, et cent quatre-vingls fois moindre que le maximum 
theorique. 

On ne doit pas se flatter de mettre jamais a profit, dans la pratique, 
toutc la puissance motrice des combustibles. Les tentatives que Ton 
ferait pour approcher de cc resultat seraient meme plus nuisibles qu*u- 
tiles, si elles faisaient negliger d*autres considerations importantes. 
L'economie du combustible n'est qu'une des conditions a remplir par 
les machines a feu ; dans beaucoup de circonstances, eHe n'est que 
sccondaire : elle doit souvent ceder le pas a la surete»-a la solidite, a la 
duree de la machine, au pen de place qu*il faut lui faire occuper, au 
peu de frais de son etablissement, etc. Savoir apprecier, dans chaque 
cas, a leur juste valeur, les considerations de convenance et d'econo- 
mie qui peuvent se presenter; savoir discerner les plus importantes de 
celles qui sont seulement accessoires, les balancer toutes convenable- 
ment entre elles, afin de parvenir, par les moyens les plus faciles, au 
meilleur resultat, tel doit etre le principal talent de I'homme appele a 
diriger, a coordonner entre eux les travaux de scs semblables, a les 
faire concourir vers un but utile de quelque genre qu'il soit. 
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